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内 容 提 要 


拉 婚 塞 (Ramsey ) 理论 是 数学 世界 的 奇 
蓝 。 这 个 理论 用 各 种 数学 形式 反映 了 这 样 的 后 
更: 完全 的 无 岸 是 不 可 甬 存 在 的 ， 本 书 试图 以 
历史 的 演进 和 内 容 的 拓展 为 经 纤 ， 通 过 一 系列 
精妙 的 定理 向 广大 数学 爱好 者 概要 介绍 拉 媳 塞 
理论 的 发 展 和 现状 。 
全 书 分 四 章 曾 述 扫 刀 诗 定理， 其它 几 个 经 
典 定理 、 图 的 拉 婚 塞 定理 和 欧 儿 空间 的 拉 媳 于 
理论 。 每 章 附 有 与 内 容 相 配合 的 少 和 练习。 最 
后 有 两 个 附录 ， 分 别 介绍 对 建立 和 发 展 拉 姆 塞 
理论 做 出 历史 性 贡献 的 三 位 学 者 ， 以 及 供 读者 
进一步 阅读 的 参考 文献 。 书 中 虽然 讲 村 了 不 绚 重 - 
挑战 性 的 未 解决 问题 ， 但 这 绚 不 意 哑 理 沦 
后 发 展 将 主要 围绕 这 些 已 有 的 准 胡 来 进行 。 
许 这 样 说 更 接近 真理 ， 这 是 一 门面 向 未 来 
论 ， 数 学 家 们 还 只 是 刚刚 开始 探索 拉 姆 于 
的 实 谤 及 其 影响 
具有 高 中 数学 知识 而 且 数 学 理解 能 力 
的 读者 都 能 读 民 本 书 的 主要 内 容 。 


1SBN 7 -5355— 381— 6 AG» 1376 
湘 教 (91) 29 期 定 价 | 2,60 元 


i 


拉 姆 塞 理论 


李 乔 著 


潮 南 教育 出 版 社 


拉 姆 塞 理 论 


Ramsey Theory 
李 乔 闭 
Li Qiao 
责任 编辑 : 孟 实 华 
湖南 教育 出 版 社 出 版 发 行 
湖南 省 新 华 书店 经 销 ”湖南 省 新 华 印 删 三 | 印 删 
787x1092 毫米 ”32 开 印张: 5.125 字数 : 110.000 
1991 年 12 月 第 1 版 1991 年 12 月 第 工 次 印刷 
印 数 :1 一 1000 
JSBN7 一 5355 一 1381 一 6/G 1376 
定 价 : 2.60 元 


走向 数学 "公理 
奈 汗 让 题 因 


作者 简介 


李 齐 ， 男 ，J938 和 车 生 。 江苏 党 
州 人 ， 教授 ，1961 年 毕业 于 揽 电 大 
学 教学 过 ， 后 即 在 中 国 科技 大 学 任 
教主 其 同 于 1980 一 1982 秆 到 美 
国 Wiseonsin 大 学 进修 访问 。 
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从 力学 ,物理 学 、 天 文学 直到 化 学 生物 学 ,经济 学 


与 工程 技术 ,无 不 用 到 数学 。 一 个 人 从 入 小 学 


到 大 学 弟 


业 的 十 六 年 中 ,有 十 三 、 四 年 有 数学 课 。 可 见 数学 之 重要 


与 其 应 用 之 广泛 。 
但 提起 数学 ,不 少 人 仍 觉得 头痛 ,难以 入 i 


了 ,甚至 望 


而 生 景 。 我 以 为 要 克服 这 个 鸿 淘 , 还 是 有 可 能 的 。 近 代数 


学 难于 接触 ,原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 、 语 
陌生 , 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽象 与 概括 ,难于 
握 。 我 想 , 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 具体 背景 , 则 


言 与 概念 
了 解 与 党 
有 可 能 党 


所 其 实质 ,显然 ,一 个 非 数 学 专业 出 身 的 人 ,要 把 数学 专 


业 的 教科 书 都 自修 一 遍 , 这 在 时 间 与 精力 上 


都 不 易 做 


到 。 若 停留 在 初等 数学 水 平 上 ,哪怕 做 了 很 多 难题 , 仪 亦 


不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 。 这 就 促使 我 
大 ,“ 走 向 数学 ”小 丛书, 其 中 每 本 小 册子 尽量 用 


设想 出 一 
深入 浅 出 
.1 


的 语言 来 讲述 数学 的 菜 一 问题 或 方面 ， 使 工程 技术 人 
员 , 非 数学 专业 的 大 学 生 , 其 至 具有 中 学 数学 水 平 的 人 ， 
亦 能 懂得 书 中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 。 这 对 提高 我 国人 
民 的 数学 修养 与 水 平 ,可 能 会 起 些 作 用 。 显 然 , 要 将 一 门 
数学 深入 浅 出 地 讲 出 来 , 决 非 吻 事 。 首 先 要 对 这 门 数 学 
有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 。 从 整体 上 说 ,我 国 的 数学 
水 平 还 不 高 ,能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 还 难说 。 但 我 了 
解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ,他 们 愿意 为 “走向 数学 ” 扎 
稿 , 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 。 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数学 会 数学 传 
播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支持 ,得 以 出 版 这 套 “ 走 向 
数学 ”从 书 , 谨 致 以 感谢 。 


Ht 


旨 朗 克 ， 普 鲁 姆 泌 顿 。 拉 姆 塞 (Frank Plumpton Ramsey， 
1903 一 1930? 堪 称 旷 世 奇 才 . 他 在 世 只 有 26 年 , 却 在 多 门 学 科 留 
下 了 不 少 至 今 还 在 被 人 钻研 开发 的 深刻 成 果 . 本 书 附录 (一 ) 的 
第 一 篇 短文 概要 介绍 了 他 的 生平 业绩 ,不 妨 先 读 。 他 在 1928 年 
证 明 的 一 个 数学 定理 被 世人 称 做 拉 姆 塞 定理 ;而 以 这 个 定理 为 
主根 的 数学 理论 则 被 命名 为 拉 姆 塞 理论 。 

从 学 科 分 类 上 说 , 拉 姆 塞 理论 属于 组 合 数学 (也 称 组 合 学 ， 
Combinatories). 三 位 当代 组 合 数学 名 家 是 这 样 说 的 : 

“假如 要 求 在 组 合 学 中 举 出 一 个 而 县 仅仅 一 个 精美 的 定理 ， 
那么 大 多 数组 合 学 家 会 提名 拉 姆 塞 定理 .” 一 一 罗 塔 (Gian 一 
Carlo Rota) 

“数学 常常 被 称 做 关于 秩序 的 科学 .根据 这 种 观点 , 拉 姆 塞 
理论 的 主导 精神 也 许可 以 用 莫 效 金 (T.S,.Motzkin? 的 一 名 格言 
来 作 最 好 的 概括 :完全 的 无 序 是 不 可 能 的 . "一 格雷 尼 姓 
(Ronald L. Grahamy) 

“ 带 无 疑问 ，' 拉 姆 寒 理论 ? 观 在 是 组 合 学 中 一 个 业已 确立 ， 
而 且 兴 是 发 达 的 分 支 . 其 结果 (在 被 发 现 后 ) 往 往 易于 陈述 但 难 
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以 证 明 ; 这 些 结果 弃 精 巧 多 采 , 又 十 分 优美 . 尚未 解决 的 问题 不 
可 胜 数 , 而 且 有 意义 的 新 问题 还 在 以 超过 老 问题 获 解 的 速度 不 
断 涌现 . ”一 一 哈 拉 里 (Frank Harary) 

我 党 得 拉 姆 塞 理论 是 数学 世界 的 一 株 奇 范 , 它 至 少 具 有 下 
面 三 种 引 人 注 目的 特点 : 

《1) 它 有 相当 鲜明 的 哲学 主导 思想 , 精练 地 说 就 是 格雷 厄 姆 
所 引用 的 那 句 话 : 完 全 的 无 序 是 不 可 能 的 - 

(2) 它 非常 质朴. 理论 的 主要 内 容 , 包 括 所 研究 的 问题 .所 得 
到 的 结论 连同 结论 的 证 明 ,只 需要 用 很 少 一 点 数学 概念 就 能 表 
述 ; 甚 至 还 可 以 完全 用 日 常用 语 未 陈述 其 绝 大 部 分 精采 结果 ， 

(3) 它 是 一 门面 向 未 来 的 学 科 . 这 不 仅仅 是 指 上 面 引用 的 哈 
拉 里 那 段 话 中 最 后 一 句 所 说 的 那 种 意思 ,更 主要 的 是 这 个 理论 
从 一 个 方面 向 人 们 展示 了 未 知 数学 世界 的 洪 渺 无 井 . 人 们 曾 遍 
认为 ,数学 家 们 还 只 是 刚刚 开始 探索 拉 姆 塞 理论 的 真 谤 和 影响 . 

与 上 面 所 说 的 一 切 形成 强烈 对 照 的 是 拉 姆 塞 其 人 和 以 他 命 
名 的 理论 在 关心 数学 的 人 们 心目 中 的 默默 无 闻 状 况 . 有 感 于 此 ， 
虽 自 知 未 跪 学 浅 , 难 以 描绘 出 这 株 奇 苑 的 神 欧 , 仍 不 揣 浅 陋 ,在 
拉 姆 塞 英 年 天 亡 60 周年 之 际 勉 力 写成 这 本 小 书 . 希望 通过 它 能 
让 更 多 人 了 解 他 和 以 他 命名 的 数学 理论 ， 

读 懂 本 书 主要 内 容 几乎 不 需要 专门 的 数学 知识 . 阅读 的 一 种 建议 流 
程 如 下 : 

附录 (一 )( 人 物 介 绍 的 第 - - 籍 ) 一 ”引子 (内 容 十 一 半 以 上 习题 ) 一 一 
第 一 章 (§1.5 除外 十 一 半 以 上 习题 ) 一 > 第 二 章 (3 2.4 除 外 十 一 半 以 上 
习题 ) 一 = 附录 (一 )( 人 物 介绍 的 第 二 篇 ) 一 一 (第 三 章 8 3. 1,3. ?十 第 四 章 
$4.1,4.2,4.5)… 一 如 还 想 继续 阅读 本 书 , 可 任 选 前 面 未 列 出 的 内 容 ( 包 
括 附录 (二 } 和 习题 ) ,顺序 自 定 . 


李 乔 
1990 年 于 中 国 科技 大 学 ,安徽 合肥 
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引子 ” 抽 层 原理 


“任意 三 个 常人 中 ,一 定 有 二 个 人 的 性 别 相 同 . ” 
“任意 367 个 人 中 ,一 定 有 二 个 人 的 生日 相同 . ” 
“从 任意 三 双 鞋 中 任 取 四 只 ,其 中 一 定 有 相配 的 一 双 鞋 . ” 


对 上 上面 所 说 的 这 些 结论 ,大 察 只 要 稍 加 思索 ,就 会 点 头 称 
是 .不仅 如 此 ,大 家 肯定 还 能 根据 同样 的 “原理 ”篇 造 出 许 许多 多 
新 的 命题 . 这 个 大 家 都 有 所 领会 的 “原理 ?究竟 是 什么 呢 ? 它 的 一 


般 情 形 可 以 用 形象 的 语言 表述 为 ， 


“把 多 于 ”个 东西 任意 分 放 进 = 个 空 抽 层 ,那么 一 定 有 一 个 


抽 层 中 放 进 了 至 少 二 个 东西 .” 
我 们 把 这 个 原理 叫 “ 抽 庄原 理 ”. 因为 19 


世纪 的 德国 数学 家 


犹 利克 雷 (P.G.L. Dirichler ,1805 一 1859) 曾 明确 地 把 这 个 原理 


用 于 数学 证 明 ( 见 下 面 的 命题 0.0) 并 把 它 中 
原理 的 一 种 更 一 般 的 说 法 是 : 


做 抽 导 原理 . 抽 放 


“把 多 于 4 "za 个 东西 任意 分 放 进 = 个 空 抽 层 ,那么 一 定 有 


一 个 抽 屠 中 放 进 了 至 少 丰 十 1 个 东西 .” 


这 个 结论 很 容易 证 明 , 因 为 经 数量 化 后 , 它 所 说 的 无 非 是 这 


1. 


样 一 个 简单 的 算术 命题 ，; 

“对 于 任意 一 组 数值 来 说 ,不 可 能 其 中 每 个 数值 都 小 于 这 组 
数 的 平均 值 ,” 

以 前 没 听 说 过 这 个 原理 的 读者 一 定 会 问 : 这 样 简单 的 东西 
也 有 用 吗 ? 以 前 对 它 有 所 了 解 的 读者 也 一 定 知道 ,利用 它 可 以 解 
决 或 编造 出 很 多 巧妙 的 问题 ， 

下 画 我 们 举 几 个 至 少 可 以 说 是 不 平凡 的 结论 ,而 抽 屋 原理 
是 证 表 这 些 结论 的 关键 所 在 , 这 类 例子 很 多 ,我 们 不 想 在 这 个 方 
夯 多 费 笔墨 ,因为 抽 展 原理 仅仅 是 展开 这 本 小 书 的 主题 的 一 个 
引子 . 说 它 是 引子 ,因为 它 符合 主题 的 精神 ,而 且 也 确实 是 拉 姆 
塞 定理 的 一 个 平凡 特 款 一 一 读者 往 后 会 更 具体 地 理解 这 些 话 的 
意 轧 ; 它 也 只 能 充当 引子 ,因为 以 后 要 讲 到 的 每 个 定理 都 远 比 它 
深刻 , 抽 居 原理 至 多 只 能 算是 拉 姆 塞 理论 的 一 个 远 祖 . 


第 一 个 例子 正 是 抽 展 原理 因此 得 名 的 那个 结果 ,这 是 狼 利 
克 雪 在 1842 年 证 明 的 关于 用 有 理 数 逼近 实数 的 一 个 著名 结论 
”命题 0.0 对 任 一 给 定 的 实数 = 和 正 整数 7 一定 存在 正 整 
数 p<n 和 整数 g, 使 得 


Ip* zgl<i. 
证 明 把 从 0 到 1 的 实 歼 闭 区 间 C0,17 等 分 成 4 个 左 闭 右 
开 的 区 间 人 [5 二] G1,2,…4n), 它 们 成 为 个 “扫尾 "再 考 


察 十 1 个 实数 mz 一 Lmzj(m 二 0,1,…,n, 这 里 用 Laj 表 示 扎 a 
的 最 大 整数 ,它们 显然 都 在 实数 区 间 [0,13 之 中 , 根据 抽 慎 原 
理 ,这 十 1 个 数 中 一 定 有 二 个 属于 同一 “ 抽 展 ”, 即 一 定 有 正 整 
数 ;和 nx 和 非 负 整数 ,m'<<m”<n, 使 得 

ol 一 tj 和 oz 一 Le z 都 属于 [ 所， 引 : 


«2. 


从 而 有 
| Gm"—m’ zr— (mr — Lm zh) | <i 
取 p 一 m" 一 m' ,9 二 Lm"z] 一 Lm x」, 即 得 命题 . 口 


命题 0.1 任 一 分 数 ae/ 写成 十 进位 小 数 时 ,不 是 有 限 位 
小 数 就 是 无 限 位 循环 小 数 ;在 后 一 情形 ,其 循环 周期 ( 即 循环 节 
之 长 ) 小 于 已 
证 明 不 妨 设 5>a>0, 并 把 /8 写成 十 进位 小 数 后 ,小 数 
点 后 第 ;位 的 数 记 成 ciG 一 1,2，), 即 
a/b=0. cc 
再 记 z=acerci， 式 二 0.civicra…*, 则 有 
(a/D) «10'=z+z bri—a* 10—be xz. 
如 果 必 二 0, 则 ayb 是 有 限 位 小 数 ;否则 0<z<1, 记 =bzi, 则 
和 是 1 和 8 一 1 之 间 的 整数 ,它们 总 共 只 有 “一 1 个 可 能 值 . 因为 
这 个 性 质 对 i 一 1,2,… 都 成 立 ,根据 抽 展 原理 ,5 个 整数 wy， 
…,% 中 一 定 有 二 个 相等 , 即 一 定 有 整数 1 7<&A<6 使 得 yj 一 
:从 而 吉 二 zh. 记 二 j 十 5, 则 有 等 式 
D0 pc 
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上 述 等 式 说 明 小 数 0 c…cicifi…" 是 从 小 数 点 后 第 j 十 1 位 起 以 
周期 p 作 循环 的 循环 小 数 , 其 中 周期 < 0 


命题 42 从 整数 1,2,…,199,200 中 任 取 101 个 数 , 则 其 
中 一 定 有 一 个 数 除 尽 另 一 个 数 . 
证 明 对 任 敬 一 个 正 整 数 4, 把 它 的 所 有 2 因子 提出 来 后 ， 
即 可 写成 # 二 2*9 的 形式 ,这 里 + 是 非 负 整数 ,q 是 正 奇数 ,而 且 
3. 


这 种 + 和 9g 是 由 所 唯一 确定 的 , 例如 ,12 一 22.3, 15 一 215， 
等 等 , 我 们 把 这 个 g 称 为 的 奇 因数 . 显然 ,对 每 个 *<200, 它 
的 奇 因数 94 委 199. 因此 从 1 到 200 中 任意 取出 的 101 个 数 的 奇 
国 数 都 属于 {1,3,5,…，,199} 这 个 由 100 个 奇数 组 成 的 集 (100 
个 抽 展 1), 所 以 根据 抽 层 原理 ,这 101 个 数 中 一 定 有 二 个 数 的 奇 
因数 相同 . 记 这 二 个 数 为 a 一 2 "9 和 和 6 一 2 "9g，r 关 5. 著 r<s， 
则 a 除 尽 5 0 

我 们 对 命题 0. 2 作 二 点 有 意义 的 补充 : 

《1) ”如 把 命题 中 的 “ 任 取 101 个 数 ” 改 成 “ 任 取 100 个 数 ”， 
则 命题 不 再 成 立 . 

因为 可 以 取 这 样 的 100 个 数 ;101,102,… ,200. 这 时 其 中 显 
然 不 可 能 有 一 个 数 除 尽 另 一 个 数 . 这 说 明 命题 0.2 的 证 明 昌 然 
看 上 去 很 松散 ,但 实际 上 为 了 得 到 命题 所 说 的 结论 ,其 假设 条 件 
已 不 能 再 减弱 了 . 

《2) 用 同样 的 方法 可 以 证 明 更 为 一 般 的 命题 ， 

命题 0. 2 从 整数 1,2,…,2n 一 1,2n 中 任 取 = 十 1 个 数 ， 
则 其 中 一 定 有 一 个 数 除 尽 另 一 个 数 . 而 且 如 把 “ 任 取 十 1 个 数 ” 
改 成 “ 任 取 个 数 ”, 则 命题 不 再 成 立 . 

如 果 说 命题 0.1、 命 题 0.2C0. 2' ) 并 不 平凡 ,那么 下 面 二 个 
命题 也 许 更 有 意思 . 

命题 0. 3 要 讨论 的 是 一 个 可 以 用 日 常生 活 语言 来 说 明 的 化 
有 兴味 的 问题 . 假设 %Xn 个 学 生 面向 北 排 成 w 行 ,n 列 的 矩形 
队列 ,老师 每 次 都 是 这 样 来 整 队 的 : 先 把 每 一 行 调整 成 自 西向 东 
由 低 到 高 的 次 序 ,分 别 把 m 个 行 都 如 此 谓 整 完 后 ,再 把 每 一 列 
调整 成 自 北 向 南 由 低 到 高 的 次 序 , 这 样 把 = 个 列 又 都 分 别 调整 
完毕 后 ,老师 根据 经 验 相信 这 时 每 一 行 的 次 序 没有 被 搅乱 一 一 
即 仍 保持 自 西向 东 由 低 到 高 的 次 序 , 虽然 展 试 不 爽 ,但 老师 兽 担 
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心 ,说 不 定 哪 次 这 样 先 逐 行 .后 逐 列 调整 完 的 队列 中 , 行 的 高 低 
次 序 又 被 捞 乱 了 . 这 种 担心 是 多 余 的 吗 ? 
我 们 先 做 一 次 试验 , 取 m=4,n 二 6，24 名 学 生 的 高 度 一 共 


有 13 种 ,从 低 到 高 用 数 1,2,… ,13 来 代表 . 调整 前 各 行 调整 完 
后 以 及 各 列 也 调整 完毕 时 的 情况 如 图 0 一 ! 所 示 . 

32 513 9 47 45 7 91213 il S3458 

351461 11 34556 23 35889 
“5332'98| |l233589 45 7 91113 

1010 711 613 6710101113 6 7 10 10 12 13 

调整 前 各 行 调整 后 最 后 调整 各 列 
图 0 一 1 
试验 结果 说 明 不 搅乱 ! 下 面 我 们 来 证 明 这 是 一 个 一 般 成 立 


的 数学 命题. 为 简单 明了 ,我 们 不 重复 前 面 的 那 段 叙述 ,把 命题 
省 写成 


命题 0.3 对 任意 一 个 mXn 的 矩形 阵列 先 逐 行 .再 逐 列 调 
整 次 序 后 ,各 行 的 次 序 都 没 被 搅乱 ， ， 

证 明 .用 反 证 法 .假设 在 各 列 都 调整 完 后 有 某 一 行 被 搅乱 ， 
比如 说 在 第 i 行 上 第 j 列 处 的 4 比 第 大 列 处 的 高 ,但 7< 
( 见 图 0 一 2). 在 第 7 列 上 从 4 往 下 ( 即 往 南 ) 共 有 m 一 i 十 1 名 学 


北 


图 9 一 2 
生 , 记 这 组 学 生 为 4 后 组 ;在 第 列 上 从 请 往 上 共有 :名 学 生 ，、 
5. 


记 这 组 学 生 为 8 前 组 . 

为 各 列 都 已 调整 成 从 上 往 下 由 低 到 高 的 次 序 , 而 且 4 比 
妃 高 , 所 以 4 后 组 的 任 一 成 员 都 比如 前 组 的 任 一 成 员 高 . 现在 
合 过 来 设想 各 行 都 已 调整 好 ,但 尚未 开始 调整 各 列 时 的 状况 , 这 
时 身后 组 的 mw 一 i 十 1 名 成 员 分 别 位 于 第 7 列 的 某 zw 一 十 1 个 
行 上 , 而 好 前 组 的 ; 名 成 员 则 分 别 位 于 第 列 的 某 i 个 行 上 . 根 
据 抽 懂 原理 《其实 可 以 不 必 这 祥 郑 重 其 事 地 说 这 句 话 ， 但 这 一 
步 确实 是 证 明 的 去 紧 处 ,而 它 也 衫 实 是 抽 层 原理 证明 的 关键 
是 想到 “4 后 组 ”和 “B 前 组 ”"， 难 道 不 可 说 它们 正 是 受 抽 懂 原 
理 的 “启发 " 才 想到 的 吗 ?), 一 定 有 4 后 组 的 一 名 成 员 A' 和 B 
前 组 的 一 名 成 员 B' 位 于 同一 行 , 但 A' 站 位 于 B' 之 西 ，A' 
却 比 B!' 高 ! 这 与 各 行 都 已 调整 好 的 事实 相 矛 盾 ， Am 了 区 
证 法 ， 


我 们 要 讲 的 最 后 一 个 数学 命题 更 富 于 拉 姆 塞 理论 的 精神 ， 
它 是 著名 的 匈牙利 数学 家 爱 尔 多 思 (P，Erdbs》 和 塞 克 尔 斯 
《Szekers) 在 1935 年 最 早 发 现 的 . 

命题 9. 4 设 把 十 1 个 不 同 的 ( 实 ) 数 任意 排 成 数列 ea， 
ay …， as+iy 那么 在 这 个 数列 中 ,一 定 或 者 含有 一 个 至 少 有 = 
十 1 项 的 递增 子 数列 ,或 者 含有 一 个 至 少 有 n+ 十 1 项 的 递减 子 数 
列 . 〈 例 如 一 3 时 的 一 个 10 项 数列 6，5，9，3，8，2，1，7， 
10，4 中， 含有 4 项 递 威 子 数列 9，8，7，4， 昌 然 它 的 每 个 递 
增 子 数列 都 至 多 只 有 3 项 , 》 

证 明 先 从 头 开始 找 项 数 最 多 的 递增 子 数列 . 记 以 a 为 首 
项 的 所 有 递增 子 数 列 中 项 数 的 最 大 值 为 p,， 如 果 :之 x 十 1, 则 
已 得 结论 ; 否则 再 考察 以 as 为 首 项 的 递增 子 教 列 ， 一 般 地 ， 记 
以 as 为 首 项 的 所 有 递增 子 数 列 中 项 数 的 最 大 信 为 p; G 一 1，2， 
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…)》 如 有 某 个 p: 之 x 十 1， 则 已 得 结论 ; 否则 治 十 1 个 正 整 数 媚 ， 
思 ，…， pwrti 都 在 1 和 wn 之 间 Cn 个 抽 导 1)， 根据 〈 较 一 般 形式 
的 ) 抽 诺 原理 , 这 十 1 个 数 中 一 定 有 十 1 个 彼此 相等 , 记 它 
们 是 一 志 , 二 … 二 加,， 其 中 局 <is<<…<isn， 这 时 不 可 能 有 
<a， 因为 从 a.<ai 可 以 推出 如 关 加 十 1; 但 因 as 六 as， 故 
必 有 a 之 an. 同 理 可 证 cas…，yai>>ai ,也 就 是 说 ,as ai， 
…，Qi ,是 十 1 项 的 递减 子 数列 . 0 

对 命题 0.4 也 可 以 作 两 点 有 意义 的 补充 . 

(1) 命题 的 结论 在 下 述 意义 上 说 是 不 能 改进 的 ， 我 们 可 以 
找到 用 nw? 个 不 同 的 数 所 排 成 的 数列 ,其 中 既 不 含有 多 于 项 的 
递增 子 数列 ,又 不 含有 多 于 项 的 递 威 子 数列 . 例如 在 ==4 时 ， 
16 项 数列 
4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5, 12, 11, 10, 9, 16, 15， 14, 13 
就 具有 这 种 性 质 , 读者 不 难 仿 此 构造 出 具有 这 种 性 质 的 w? 项 数 
列 来 . 

2? 可 以 把 命题 中 痉 十 1 个 数 两 两 不 同 的 要 求 去 掉 , 这 时 相 
应 的 结论 是 ， 

命题 0.4 ” 设 把 十 1 个 数 任意 排 成 数列 a1,as，… ,axz+1， 
那么 在 这 个 数列 中 ， 一 定 含 有 一 个 至 少 有 十 1 项 的 单调 子 数 
列 . (所 谓 子 数列 a，ai,，…，ai 是 单调 的 , 意思 是 < 之 … 
<is, 而且 或 者 有 au <ai<…<<a( 称 为 单调 不 碱 ), 或 者 有 a 
之 a 之 … 之 a;，( 称 为 单调 不 增 )). 

关于 抽 屠 原理 及 其 应 用 就 讲 这些 ， 初 次 与 它 相 识 的 读者 读 
到 这 里 也 许 会 同意 副标题 的 说 法 .不 过 再 说 一 次 : 这 些 只 能 当 
做 开场 锣鼓 ， 角 色 还 没 登场 呢 ， 


“fe 


习 题 ， 

1。 证 明 一 般 的 栅 居 原理 ，“ 把 多 于 2 (% 一 1) 个 东西 分 放 进 标号 为 1， 
2，…， #4 的 个 抽 展 ,那么 一 定 有 一 个 标号 ;， 使 得 在 标号 为 的 机 
展 中 放 进 了 至 少 如 个 东西 . ” 

2. 证 明 命 题 0. 2 . 

从 数 1,2,*…，199, 200 中 枉 取 102 个 数 , 从 小 到 大 依次 记 为 n,n， 

mm 证明 下 列 103 个 数 四 十 my 而 十 az，…， 国 十 mo 中 一 定 有 一 

个 等 于 所 取 的 102 个 数 之 一 . 

4 在 上 题 中 拒 “ 任 取 102 个 数 ” 改 成 “ 任 取 101 个 数 ” 后 ， 相 应 的 结论 
是 否 咸 立 ? 

5 证 明 命题 0. 4 的 下 述 推广 成 立 , “由 吉 * "十 1 个 不 同 的 数 任意 排列 成 


的 数列 中 ,或 者 会 有 十 ! 项 的 递增 子 数 列 ,或 者 会 有 ”十 1 项 的 递减 
子 数列 .” 


“8B. 


第 一 章 “” 拉 姆 塞 定理 


§1.1 六 人 集会 问题 


这 是 一 个 传播 很 广 的 数学 竞赛 题 . 有 据 可 查 的 正式 出 处 是 ， 
它 曾 刊登 在 4 美国 数学 月 刊 } 上 (The Amer, Math. Monthiy， 
1958 年 6/7 月 号 ,问题 E1321). 问题 是 这 样 提 的 :“ 证 明 在 任意 
六 个 人 的 集会 上 ,或 者 有 三 个 人 以 前 彼此 相识 ,或 者 有 三 个 人 以 
前 彼此 不 相识 .” 

对 拉 姆 塞 理 论 作 出 过 实 实 在 在 贡献 的 著名 美国 组 合 数学 家 
斯 彭 蹇 (J. Spencer) 在 1983 年 描写 了 他 第 一 次 得 知 这 个 问题 
一 一 也 是 他 第 一 次 接触 拉 姆 塞 理论 一 一时 的 情景 : 

“当时 我 在 中 学 读书 . 得 知 这 个 问题 后 ,我 回 家 花 了 很 多 时 
间 才 费劲 地 搞 册 了 一 个 分 很 多 种 情况 来 讨论 的 完 长 证 明 . 我 把 
我 的 证 明 带 绘 老师 ,老师 就 给 我 着 下 面 这 个 简单 明了 的 标准 证 
明 : (在 平面 上 用 六 个 点 4,B,C, 也 ,五 ,F 代表 集会 的 六 个 人 ,其 
中 二 人 著 早已 相识 , 则 在 代表 这 二 人 的 两 点 间 连 一 条 红 边 ; 埋 则 
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连 一 条 蓝 边 .这样 把 每 一 对 点 都 用 红 边 或 蓝 边 连 好 后 ,原来 的 问 
题 就 等 于 要 证 明 , 这 时 或 者 有 红 边 三 角形 ,或 者 有 蓝 边 三 角形 , 》 
考察 从 某 一 点 , 设 为 焉 , 连 出 的 五 条 边 ,其 中 必 有 三 条 同色 ,不妨 
设 它们 是 三 条 红 边 F4,FB 和 FC. 再 看 三 角形 4ABC. 如 果 它 有 
一 条 红 边 , 设 为 4B, 则 F4B 是 红 边 三 角形 ;如 果 三 角形 ABC 
没有 红 边 , 则 它 自身 就 是 蓝 边 三 角形 . 证 毕 , 此 论证 之 简单 扼要 
当时 使 我 非常 欣喜 ,至 今 依然 如 此 ,” 

上 述 六 人 集会 问题 虽然 产生 于 拉 姆 塞 定理 的 及 十 年 后 ,但 
它 的 确 是 拉 姆 塞 定理 的 一 个 最 简单 的 非 平 凡 特例 , 而 且 我 们 往 
后 会 看 到 ,这 个 简单 问题 的 证 明 思 想 可 用 来 得 到 另外 一 些 更 深 
入 的 结论 , 后 面 这 点 正 应 照 了 著名 匈牙利 数学 家 和 数学 教育 家 
波 里 亚 (G. P6lya,1904 一 1985) 的 一 旬 名 言 :“ 能 用 一 次 的 想法 
只 不 过 是 一 个 穷 门 ,能 用 一 次 以 上 它 就 成 为 一 种 方法 了 .” 


“六 人 集会 问题 "的 一 种 最 直接 的 推广 是 考虑 “za 人 集合 问 
显 ”. 在 对 这 种 推广 作 具 体 讨论 之 前 ,同样 也 为 了 讨论 拉 姆 塞 理 
论 的 其 他 内 容 , 我 们 在 这 里 先 把 那 种 成 功 地 用 来 解决 * 六 人 集会 
问题 ”的 很 直观 的 数学 表述 方式 一 般 化 . 所 以 ,我 们 先 介绍 一 些 
最 基本 的 图 论 概 念 . 

设 在 某 个 集合 六 上 给 有 一 种 二 元 关联 关系 . 也 就 是 说 ,对 
T 的 二 个 任 党 给 定 的 元 素 > 和 ,根据 所 给 的 关联 关系 可 以 确 
定 z 和 yy 是 (互相 ) 关 联 还 是 不 关 泣 ,但 二 者 不 能 同时 成 立 . ( 举 
例 来 说 ,V 是 集会 的 六 人 ,关联 关系 是 “以 前 彼此 相识 ”这 种 由 
集合 V 及 其 上 给 定 的 一 种 二 元 关联 关系 所 构成 的 总 体 就 叫做 
一 个 图 . 这 里 的 “图 ”主要 是 “关系 图 "“ 联 络 图 ”的 意思 ,但 也 有 
“图 象 "图 形 ” 的 含义 , 因为 通常 用 平 而 上 的 点 来 代表 的 元 ， 
二 个 元 如 互相 关联 则 用 一 条 ( 直 或 曲 ) 线 连接 代表 它们 的 二 点 ， 
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这 条 线 也 叫做 连接 这 二 点 的 边 . 这 样 , 一 个 图 就 可 以 用 平面 上 的 
一 组 点 以 及 连接 其 中 某 些 点 对 的 边 来 直观 形象 地 图 示 . 

如 果 在 = 个 点 的 一 个 图 中 ,任意 一 对 点 都 有 边 相连 (这 相当 
于 了 中 任意 二 个 元 素 都 喜 相 关联 ;在 集会 的 例 中 ,这 表示 个 
朋友 的 一 次 集会 ), 则 这 个 图 叫做 点 完全 图 , 记 为 如. 下 面 是 
二 2,3,4,5,6 时 下, 的 图 示 ( 图 1 一 1). 其 中 天 。 就 是 二 点 一 边 ， 
及 ; 是 三 边 形 ,也 称 三 角形 . 


人 人 从 直 


K: K; K, 
图 1 一 1 

用 图 的 语言 可 以 把 六 入 集会 问题 的 结论 表述 为 “把 K。 的 
每 一 边 任意 地 染 成 红色 或 蓝 色 后 ,在 KK。 中 或 者 含有 (各 边 都 
是 ?红色 的 玉 , 或 者 含有 蓝 色 的 玉 ;- "下面 对 这 个 结论 作 一 些 重 
要 的 补充 说 明 ， 

《了 如果 把 K。 换 成 天 ,这 里 的 z>>6, 则 结论 仍然 成 立 . 但 . 
如 果 把 Ks 换 成 天 ,, 则 结论 不 再 成 立 . 因为 我 们 对 K: 的 边 作 如 
图 1 一 2 所 示 的 染色 后 ,其 中 醋 没 有 红色 的 天, 又 没有 蓝 色 的 
KK; 


实 边 表示 红 边 
姬 边 表示 落 边 . 


图 1 一 2 
《2》“ 红 "和 * 蓝 "二 种 具体 颜色 无 关 紧 要 ,只 要 是 立 种 不 同 的 
TI 


颜色 就 行 . 因为 真正 的 意思 是 把 KK。 的 边 分 成 二 部 分 ,我 们 把 每 
一 部 分 的 边 形象 地 说 成 都 有 某 一 种 颜色 不 过 是 更 生动 直观 一 
些 , 而 且 意 思 也 非常 精确 “把 图 的 每 一 边 染 成 所 指定 的 二 种 色 
之 一 "这 件 事 今后 简单 地 说 成 “对 图 的 边 作 2 一 染色 ” 所 以 六 人 
集会 问题 的 结论 可 以 说 成 “对 天 的 边 作 任 意 2 一 染色 后 ,K。 中 
一 定 含有 单 色 的 KK,. ”n 人 集会 问题 是 问 :对 KK, 的 边 作 任意 2 一 
染色 后 ,KK, 中 一 定 会 含有 什么 样 的 单 色 图 ?比方 说 ,是 不 是 一 定 
含有 单 色 的 天 ,3? 下 一 节 要 讲 的 拉 姆 塞 定理 的 一 种 简单 情形 对 这 
个 二 人 集会 问题 给 出 了 一 个 一 般 的 正面 回答 ， 


§1.2 拉 姆 塞 定理 ( 简 式 ) 


对 给 定 的 正 整数 p,q 之 2, 是 不 是 只 要 足够 大 就 一 定 能 保 
证 ,在 把 天 的 每 一 边 任意 染 成 红色 或 茧 色 后 ,天 , 中 一 定 或 者 含 
有 全 是 红 边 的 天 ,; 或 者 含有 全 是 蓝 边 的 和? (读者 可 以 用 人 集 
会 的 语言 来 表述 这 个 问题 ,这 里 就 不 这 桩 做 了 . ) 

首先 我 们 很 容易 看 到 ,如 果 一 no 时 上 述 间 题 有 肯定 回答 ， 
那么 对 大 于 m 的 每 个 ”也 都 有 肯定 回答 , 所 以 真正 的 问题 在 于 
是 否 一 定 存在 这 样 一 个 wm? 拉 姆 塞 定理 肯定 地 回答 了 这 种 mo 的 
存在 性 问题 . 在 存在 这 种 nm 的 前 担 下 ,对 给 定 的 户 和 4 ,我们 可 
以 明确 地 定义 这 种 正 整 数 m 的 最 小 值 , 它 由 p 和 4 所 完全 确 
定 , 现 记 成 RCp,9) ,叫做 拉 姆 塞 数 . 事实 上 我 们 已 经 知道 了 一 些 
拉 姆 塞 数 ;从 对 六 人 集会 问题 的 讨论 可 以 得 知 ,R(3,3) 一 6. 此 
外 ,直接 根据 上 述 定义 不 难得 知 R(2,9) 一 g，R(p,2)=p. 比如 
拿 R(2,q) 来 说 ,对 K, 的 边 作 任意 的 红 、 蓝 染色 后 ,如 果 其 中 有 
红 边 一 一 也 就 是 有 红 边 的 玉 z: 而 如 果 没 有 任何 红 边 , 则 全 是 蓝 

， 12。 


边 一 也 就 是 有 (全 是 ) 蓝 边 的 玉 。, 所 以 RC(2,g)<&g, 另 一 方面 ,如 
把 KK, 的 边 全 染色 蓝 色 , 则 其 中 既 没 有 红 边 的 ,, 义 没有 蓝 边 
的 KK,, 所 以 RC2,q)>q 一 1. 于 是 R(2,g) 二 q( 事 实 上 于 同 样 的 推 
理 可 得 一 般 的 结论 :RC(p,9) 之 p,9). 同 理 可 知 R(p,2) 二 .利用 
这 些 概 念 . 记 号 和 事实 ,我 们 来 提出 并 证 明 本 节 的 主要 结论 . 而 
且 可 以 先 告诉 大 家 ,下 述 证 明 的 最 关键 的 想法 和 证 明 六 人 集会 
问题 的 结论 完全 相同 . 


拉 姆 塞 定理 ( 简 式 ) 对 任意 给 定 的 正 整数 p,q 之 2, 数 民 

(p,9) 存 在 ;而 且 当 p,9 之 3 时 ,它们 满足 不 等 式 
Rp DER(p—1,9)+R(p,9™—1) (1) 

证 明 已 经 知道 R(2,g) 一 2,RCp,2) 一 p 和 RC3,3) 一 6. 现 
在 从 这 些 等 式 出 发 对 p 十 g 用 归纳 法 证 明 R(p,q) 存 在 并 且 潢 
足 (1) 式 . 

当 p,g 之 3, pg 一 6 时 , p 一 q 二 3, 且 有 

R(3,3)=6<R(2,3)+R(3,2)=6 

假设 当 p,q 之 3, 6 所 p 十 9<m 时 RC(p,9) 存 在 且 (1) 式 成 立 , 现 
证 p,q 之 3,p 十 q 一 讽 时 RL(p,q) 存 在 且 (1) 式 成 立 . 这 等 价 于 证 
明 下 述 结论 (x ) 成 立 . 

(x ): 令 nn 二 Rp 一 1,9) 十 RC(p,9 一 1), 则 把 K, 的 每 边 任 意 
染 成 红色 或 蓝 色 后 ,在 开 。 中 一 定 或 者 含有 红 边 的 玉 ,，, 或 者 含有 
蓝 边 的 天。 

证 (x ) 任意 取 定 K, 的 一 点 , 记 为 z. 则 在 玉 。 中 共有 一 
1 二 RCp 一 1;q) 十 RL(p19 一 1) 一 1 条 边 与 相连 . 根据 拍 层 原理 ， 
下 列 结论 (i) ,Gii) 中 至 少 有 一 个 成 立 : 

GD 这 有 一 1 条 边 中 有 R(p 一 1,9) 条 红 边 ， 

全 ) 这 = 一 1 条 边 中 有 RCp,q 一 1) 条 蓝 边 ; 
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如 果 (i) 成 立 , 则 通过 这 1 二 RCp 一 1,q9) 条 红 边 与 zx 相连 的 
吉 个 点 所 构成 的 完全 图 及 。 中 , 根据 归纳 假设 ,或 者 有 蓝 边 的 
-1 一 在 它 之 上 添加 点 
z 以 及 与 > 相连 的 p 一 1 条 红 边 (因为 RC(p 一 1,9) 之 p 一 1 后 即 
得 红 边 的 有 K,,(* ) 也 成 立 . 

类 似 地 ,如 果 (ii) 成 立 , 则 通过 这 "一 R(b,e 一 1) 条 蓝 边 与 
卫 相 过 的 ze 个 点 所 构成 的 完全 图 KK, 中 ,根据 归纳 假设 ,或 者 有 
红 边 的 K, 一 一 从 而 (x ) 成 立 ;或 者 有 蓝 边 的 K,，- 
上 添加 点 = 以 及 与 z 相连 的 g 一 1 条 蓝 边 (因为 9 Dg 
一 1) 后 即 得 蓝 边 的 KK。,《 * ) 也 成 立 ， 

所 以 结论 (x ) 得 证 ， 大 而 完成 了 定理 的 归纳 法 证 明 . 0 

上 述 拉 姆 塞 定理 的 证 明 是 爱 尔 多 思 和 塞 克 尔 斯 在 1935 年 
在 研究 一 个 几何 问题 时 给 出 的 . 他 们 当时 并 不 知道 拉 姆 塞 已 在 
1930 年 发 表 的 、 现 在 以 他 的 名 字 来 命名 的 定理 (参看 8 2. 2), 这 
个 定理 的 主要 结论 是 定性 的 :肯定 了 数 R(p,g) 一 定 存在 . 而 在 
证 明 这 个 定性 结论 时 使 用 了 定量 的 推理 ,从 而 同时 得 到 了 定量 
的 结论 , 即 不 等 式 (1). 从 不 等 式 (1) 用 归纳 法 很 快 可 以 得 到 数 
RCp,q) 的 一 个 用 显 式 表示 的 上 界 ， 


命题 1.2.1 对 整数 p,q 和 >2, 有 


Rp ECp+g—2,p— 1) (2) 
(这 里 用 CCm va) 天 示 二 项 式 系数 mn 一 Dm 一 n 十 1)/n!1, 其 
中 正 整数 mw 之 n). 0 


、 上 界 (2) 叫 做 爱 尔 多 思 一 密 克 尔 斯 上 界 ,作为 束 数 ,4 之 2 
的 函数 RC(p,q) 的 - 般 上 界 , 它 在 50 年 内 没有 得 到 任何 改进 , 直 
到 1986 年 起 才 稍 有 变化 -我们 在 下 一 节 专 门 讲 拉 姆 塞 数 ,其 中 
会 再 讨论 上 界 (2) 及 其 改进 
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最 后 ,我 们 把 前 面 的 拉 姆 塞 定理 ( 简 式 ) 等 价 地 表述 为 点 数 
足够 大 的 任意 一 个 图 都 具有 的 一 种 特性 ,这 种 表述 方式 我 们 在 
今后 会 不 时 用 到 ,因为 在 说 明 某 些 问 题 时 , 它 比较 方便 些 . 

拉 姆 塞 定理 ( 简 式 ) 对 任意 给 定 的 正 整数 p,q 之 2, 存 在 正 
整数 m, 使 得 任意 一 个 至 少 有 ze 个 点 的 图 G 中 ,或 者 含有 请 个 
两 两 有 边 相连 的 点 ( 即 G 含有 一 个 p 点 完全 图 ) ,或 者 含有 4 个 
两 两 都 无 边 相 连 的 点 ( 称 为 9 个 点 的 无 关 点 集 ). 具有 上 述 性 质 
的 数 m 的 最 小 值 记 为 RC(p,9). 

等 价 性 很 容易 说 明 : 设 G 的 点 数 为 我 们 设想 :G 的 每 条 边 
都 是 红 边 ,再 把 在 C 中 无 边 相连 的 每 一 对 点 间 加 连 一 条 蓝 边 ， 
这 样 就 得 到 边 已 红 、 蓝 染色 的 ”点 完全 图 天 ,# 反 过 来 ,从 任 一 边 
已 红 ,. 蓝 染色 的 站. 中 抹 掉 所 有 蓝 边 后 就 得 到 = 点 图 G. 显然 ,这 
时 GG 中 含有 思 点 完全 图 当 上 且 仅 当 K, 中 含有 红 边 的 Ks G 中 有 
4 点 的 无 闫 点 集 当 且 仅 当 下, 中 有 蓝 边 的 KK， 


$1.3 拉 姆 塞 数 


可 以 这 样 说 ,迄今 人 们 对 拉 姆 塞 ( 酉 ) 数 RC(p,q) 的 了 解 非常 
之 少 . 这 并 不 是 因为 没有 数学 家 去 努力 探索 其 奥秘 ,恰恰 相反 ， 
虽 有 大 量 数学 家 不 断 进 行 探索 但 收效 甚 微 , 拉 姆 塞 数 随 着 拉 姆 
赛 定 理 一 同 被 发 现 , 从 一 开始 人 们 就 试图 搞 清 楚 它 的 性 质 .F - 
拉 姆 塞 本 人 就 给 出 了 一 个 上 界 

RpP) SEP! 
并 承认 :“ 我 想 ,这 个 上 界 太 高 了 ”. 几 年 后 , 爱 尔 多 思 和 塞 克 尔 斯 
重新 发 现 了 拉 姆 塞 定理 ,并 给 出 了 一 个 好 一 些 的 上 界 ( 即 命题 
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1.2.1) 

ROpPIEC2p—2,p—1) (41 VPI). 
这 个 上 界 保持 了 50 年 ,直到 ,1986 年 被 捷克 数学 家 洛 特 尔 (V 
Radl) 以 及 后 来 在 1988 年 被 丹麦 数学 家 托 玛 松 CA、. Thomason) 
进一步 改进 为 

RPPIEA C2p—2,p—1) 。( 了 一 1) 二， 
其 中 4 是 正常 数 . 

关于 RCp,p) 上 界 的 上 述 发 展 情况 是 我 们 在 本 节 开 始 时 所 
说 的 那些 话 的 一 个 具体 方面 . 还 有 其 他 方面 的 情况 大 致 与 此 相 
仿 . 现 分 别 概要 介绍 如 下 . 

(A) 几 个 精确 值 . 

到 目前 为 止 已 完全 确定 的 拉 姓 塞 数 R(p,q) 一 共 只 有 8 个 
(因为 不 难 证 明 RCp,9) 一 RC9,p), 又 当 p 一 2 时 有 平凡 值 RC(2， 
9) 一 9, 所 以 只 考虑 3<p<q 的 情形 . 这 8 个 值 和 它们 被 确定 的 
年 份 如 下 : ， 

及 (3,3) 一 6( 年 份 不 可 考 ) 

R(3,4)=9, R(3,5)—=14, R(4,4)=18(1955 年 》 

R(3,6) 一 18(1966 年 ) 

R(3,7) 一 23(1968 年 ) 

RC3,9) 二 36(1982 年 ,同时 证 得 RC3,8) 一 28 或 29) 

RC3,8) 一 28(1990 年} 

下 面 这 张 表 列 出 了 到 1991 年 2 月 为 止 当 3&p 扩 6,3&g 坟 
12 时 RCp,9) 的 已 知 值 和 最 好 的 下 界 、 上 界 , 《这 是 由 罗 稳 斯 特 
技术 学 院 的 拉 德 齐 佐 夫 斯 基 (S. P. Radziszowski) 在 1991 年 2 
月 整理 ,并 由 南京 大 学 张 克 民 教 授 补 充 而 成 的 资料 的 一 部 分 ,在 
此 向 二 位 学 者 致谢 》 
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一 
se lal 
40 | 4 | 村 
3 6 9118|23|2|318| 红 | 吕 
25 | 34|49|53|69|72|77 | 86 
4 18 | 27 | 43 
5 43 | 58 | 76 | 54 
53 | 94 245 | 370 
6 102 
169 | 328 | 553 | 902 


部 分 拉 姆 害 数 RCp,q) 的 值 和 界 


下 面 我 们 通过 具体 求 出 RC(3,4) 一 9,R(3,5)==14 和 R(4， 
4) 一 18 来 说 明 求 -RCp,q) 的 常规 模式 . 现在 人 们 普遍 认为 ,如 果 
不 创造 新 的 方法 ,即使 借助 于 规模 和 速度 非常 之 大 的 计算 机 也 
很 难 求 得 更 多 的 RC(p,q). 这 个 问题 是 对 人 类 智慧 的 真正 挑战. 

当代 著名 数学 家 ,同时 也 是 拉 姆 塞 理 论 近 代 发 展 的 主要 推 
动 者 之 一 的 爱 尔 多 思 对 此 有 一 个 十 分 生动 的 描绘 . 他 在 1983 年 
召开 的 一 次 数学 会 议 上 致 欢迎 词 时 讲 了 下 面 这 个 他 很 育 欢 讲 的 
故事 ( 见 《 离 获 数 学 年 鉴 C(Annals of Disc. Math))1985 年 第 28 


着 ,302 一 304 页 . 也 可 参看 本 书 附 录 . ): 


“假设 一 个 妖精 对 我 们 说 ,告诉 我 R(5,5) 的 值 ,否则 我 就 


要 毁灭 人 类 ,也许 我 们 最 好 的 策略 是 集中 所 有 的 计算 机 和 计算 
机 科学 家 来 求 这 个 值 . 但 如 果 峰 精 要 问 R(6,6) ,我 们 最 好 的 网 


择 也 许 是 在 他 筑 灭 我 们 之 前 先 动手 干掉 他 .” 


定理 1.3.1 R(3,4)=9, R(3,5)=14, R(4,4)=18. 
证 明 Gi) 先 求 它们 的 上 界 . 首先 证 R(3,4) 仿 9. 为 此 只 要 


证 明 对 KK, 的 边 的 作 任意 红 、 蓝 染色 后 ,或 者 含有 红 边 的 类, 或 
者 含有 蓝 边 的 站, 假设 不 然 , 则 对 天 的 任 一 取 定 的 点 +, 与 x 
相连 的 红 边 个 数 委 3( 为 什么 ?) ,与 x 相连 的 蓝 边 个 数 志 5( 为 什 
其 中 红 边 数 一 3， 


么 ?). 因为 在 KK, 中 与 相连 的 边 共有 8 条 , 故 ; 


17 。 


蓝 边 数 一 5, 从 而 天 中 红 边 的 总 数 一 9。3/2, 但 后 一 数 不 是 整 
数 ,所 导致 的 矛盾 说 明了 R(3,4)<9 成 立 . 
另外 ,利用 不 等 式 (1) 可 得 
(3,5)<R(2,5) 十 RC3,4)<S5 十 9 一 14， 
R(4, A EZR,4)=18. 

{ii) 再 求 它们 的 下 界 . 

为 了 证 明 RC(p,q)>m, 我 们 必须 构造 一 个 有 mr 点 的 图 C， 
使 得 G 中 距 不 含 及 ,( 即 没有 p 个 两 两 有 边 祖 连 的 点 ), 又 不 
含有 a 个 点 的 无 关 点 集 . 现在 通过 这 个 途径 来 证 明 尺 (3,4) 盖 8， 
R(3,5)>>13 和 RC4,4) 之 17. 为 此 必须 分 别 构造 三 个 图 GC3， 
4),GC3;5) 和 GC4,4), 它 们 的 点 数 分 别 是 8,13 和 17, 而 且 分 别 
既 不 含有 天 ,天 和 天 ,又 不 含有 4,5 和 4 个 点 的 无 关 组 . 图 1 
一 3 给 出 了 具有 所 说 性 质 的 GC3,4),G《3,5) 和 GC4,4), 而 且 它 
们 都 是 钳 环 图 :所谓 个 点 的 循环 图 ,是 指 其 点 可 以 标记 为 0， 
1,…,n 一 1 同时 有 集合 {1,2,…,# 一 1}) 的 一 个 确定 的 于 集 吃 ,使 
得 两 点 i 和 ;有 边 相 连 的 充分 必要 条 件 是 | 一 jED. 把 品 叫做 
这 个 循环 图 的 决定 集 , 因 为 它 完全 决定 了 这 个 乱 环 图 的 结构 . 我 
们 所 给 出 的 循环 图 GC(3,4),G(3,5) 和 GC4,4) 的 决定 集 分 别 是 
{1,4;7},{1,5,8,12} 和 (1,2,4,8,9,13,15,16}). 


5 4 
8 3 
7 2 
ot 
G3,4) 


18* 


画 1 一 3 

GD 中 的 上 界 和 (ii 中 的 下 界 合 起 来 就 得 到 了 要 求 的 三 个 精 
确 值 . 0 

(B)RCp,p) 和 RC3,p) 的 渐 近 性 质 

所 请 渐 近 性 质 ,就 是 研究 当 p 站 向 无 穷 时 RC(p,p) 和 及 (3， 
思 ) 的 性 质 ,因为 求 精确 值 面临 目前 难以 克服 的 困难 ,人 们 转向 
研究 浙 近 性 质 ,而 且 取 得 了 一 定 的 进展 . 

先 看 RCG3,p): 从 爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 上 界 (2) 马 上 可 以 得 
到 它 的 一 个 上 界 


R(3, 让 SC 十 1 一 二 (天 十 和， (3) 
经 过 不 复杂 的 讨论 ,这 个 上 界 可 稍 有 改进 : 
RP) pt). 4) 


当 8p 很 小 的 时 候 , 上 界 (4) 并 不 好 . 比如 当 p 从 5 到 9 时 ,R(3， 
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加 和 | 到 (zz 十 3) | 分 别 是 
R(3,p)=14,18,23,28,36 
到 Coz 二 3) 一 14,19,26,33， 人 
可 以 看 出 , 当 p 增 大 时 差距 随 之 增 大 ,所 以 可 以 设想 上 界 
二 Cp* 二 3) 增 长 太 快 ,不 能 准确 地 反映 R(3,p) 的 渐 近 性 质 . 因此 
上 界 (4) 不 断 被 改进 ,目前 最 好 的 上 界 是 三 位 匈牙利 数学 家 阿 依 


塔 . 科 姆 罗 和 塞 梅 雷 迪 (Ajtai,Komias and Szemerédi) 在 1980 
年 得 到 的 ， 


R(3,p)<2p’/Inp (p15) (5) 
以 及 1983 年 其 他 人 的 改进 
RO3,p+ DEpp—1) /plnp|—p+2 (5 ) 
关于 R(3,p) 的 下 界 , 爱 尔 多 思 在 1961 年 证 明 
R(3,p)>Ep’/ (np)’ (6) 


其 中 互 是 正常 数 ,注意 下 界 (6) 各 上 界 (5) 在 “数量 级 "上 相当 接 
近 , 它们 联合 起 来 已 比较 准确 地 反映 出 函数 R(3,p) 当 p 趋向 
无 穷 时 的 状况 . 

”应 该 指出 ,下 界 (6) 并 不 是 用 我 们 在 (A) 中 所 说 的 “构造 性 
方法 "得 到 的 ,而 是 爱 尔 多 思 用 主要 由 他 本 人 开创 的 “ 非 构造 性 
方法 ”一 一 更 具体 些 , 所 渭 “ 概 率 方法 ”一 一 得 到 的 , 这 里 不 准备 
具体 给 出 (6) 式 的 证 明 , 但 为 了 对 “ 非 构造 性 方法 "有 所 了 解 ,我 
们 在 下 面 结合 介绍 RC(p,p) 的 渐 近 性 质 ,通过 证 明 爱 尔 多 思 早 
在 1947 就 用 “ 非 构 造 性 方法 ”得 到 的 一 个 著名 结果 来 初步 初 明 
这 种 方法 . 19 世纪 的 英国 数学 家 西 尔 维 斯 特 (J. Sylvester ,1814 
一 1897) 说 过 :现在 没有 一 个 数学 家 重视 孤立 的 定理 的 发 现 , 除 
非 它 提供 了 某 种 线索 ,暗示 了 不 容 置疑 的 新 思想 领域 ,就 像 从 某 
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个 未 曾 发 现 过 的 思想 星球 上 飞 来 的 陨石 那样, " 爱 尔 多 思 的 上 述 
结果 的 证 明 方法 就 是 这 样 的 “陨石 ”, 在 它 的 启发 下 ,已 逐渐 形成 
一 个 生气 壹 过、 内 容 丰 窗 深刻 的 数学 分 支 ,“ 组 合 数学 中 的 概率 
方法 ” 

关于 R(p:p) 的 北 近 性 质 ,我 们 先 证 明 刚 提 到 的 爱 尔 多 思 
在 1947 得 到 的 下 界 . 不 过 这 里 证 明 的 下 界 比 爱 尔 多 思 当 年 证 明 
的 略 差 些 , 这 是 因为 我 们 只 利用 最 初等 的 不 等 式 招致 的 ,证 明 的 
思想 完全 一 致 . 当然 ,我 们 完全 避免 使 用 任何 驾 率 论 术语 ,只 用 
“ 数 数 (shi sha) 论 证 ”的 方式 来 证 明 这 个 著名 结果 . 


定理 1.3.2 jp 之 3 时 有 RCp,p)>24. 
证 明 考察 对 ,的 边 的 所 有 2- 染色, 因为 玉 , 共有 CCne， 
2) 二 二 n(n 一 1) 条 边 ,而 每 条 边 可 被 染 成 二 种 颜色 中 的 任何 一 
种 ,所 以 一 共有 2"? 种 2- 染 色 . 在 所 有 这 么 多 2- 染 色 中 ,使 得 
(染色 后 的 )K, 含有 各 边 同 色 的 ;的 2- 染 色 的 个 数 至 多 有 
Clns p22 0D 
种 .上 式 中 因子 “Cn,p)” 表 示 KK, 中 ,的 个 数 ; 因 子 “2” 表 示 如 
KK, 的 各 边 同色 , 则 可 同 为 二 种 颜色 中 的 任意 一 种 (如 “ 红 边 的 
开 , ”或 “ 蓝 边 的 久 ,”) ;最 后 一 个 因子 表示 , 当 某 个 玉 。 的 各 边 都 
染 成 同色 时 ,区 , 中 其 余 Cln,2) 一 CC(p,2) 条 边 可 任意 2- 染 色 ， 
根据 上 面 这 个 数 的 意义 ,如 果 正 整数 ”使 得 下 述 不 等 式 
Clns p) 2 2 DCD Ac2ce (6) 
成 立 , 则 必定 至 少 存在 一 种 开 。 的 2- 染 色 ,使 得 在 这 种 染色 下 KK， 
中 不 含有 各 边 同色 的 玉 ，, 从 而 按照 拉 姆 塞 数 RCp,p) 的 定义 可 
知 有 RC(p,p)>n. (6) 式 很 容易 化 简 成 
Casp) < en (7) 
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现在 证 明 当 * 一 站 时 (7) 式 成 立 . 这 是 因为 在 (7) 式 中 用 一 2 
代入 后 , 易 知 当 户 >4 时 有 

Cs pI/2e7 = 2 
而 当 p 二 3,4 时 不 难 直 接 验证 (7) 式 成 立 .这 就 证 明了 RCp,p) 
二 2 0 

我 们 对 定理 1.3*2 及 其 证 明 作 二 点 补充 说 明 . 

(iD 定理 的 证 明 完全 是 “ 非 构造 性 ”的 . 具体 地 说 ,证 明 中 
完全 没有 提供 任 具 体 构造 . 比方 说 , 当 p 二 20 时 定理 断言 RC(20， 
20)>22 一 1024, 但 并 没有 具体 给 出 有 1024 个 点 的 一 个 图 G, 使 
得 在 G 中 既 不 含有 Kw, 又 没有 10 个 点 的 无 关 组 ,而 且 也 根本 
没有 提供 构造 这 种 图 G 的 任何 线索 . 可 以 想像 , 当 p 越 来 越 大 
时 ,要 想 构造 这 种 有 个 点 的 图 必然 越 来 越 难 . 

事实 上 迄今 人 们 能 具体 构造 出 的 既 不 含有 到 ,、 又 没有 请 个 
点 的 无 关 组 的 图 的 点 数 ( 当 铺 趋 于 无 穷 时 ) 至 多 只 能 达到 捕 的 
某 个 常数 等 p" 那么 多 ,从 而 用 “构造 性 方法 "至 今 还 无 法 得 到 
RC(p,p) 的 “指数 级 ”下 界 (1 十 e)*( 对 任 一 给 定 的 之 0, 当 p 充分 
大 时 ), 这 说 明 用 “ 非 构 造 性 方法 ”往往 能 比较 简捷 地 得 到 比 用 
“构造 竹 方法 ”好 得 多 的 下 界 ， 

(ii 在 定理 1,3.2 的 证 明 中 ,实际 上 我 们 已 将 问题 化 成 解 
不 等 式 的 问题 :只 要 有 使 (7) 式 成 立 , 则 这 个 就 可 以 作为 
有 Rb 各 的 严格 下 界 ,我 们 给 出 的 关于 za 一 2 时 (7) 式 一 定 成 立 
的 证 明 非 常 初等 . 实际 上 利用 斯 特 林 公式 可 以 证 明 , 当 p 适当 
大 时 有 不 等 式 @ 


， 
caspy<| 氏 | /2°p¥ 


名 以 下 的 表示 自然 对 数 的 底 , 近 似 人 为 es<2.718、 
» 22. 


把 这 个 不 等 式 用 于 (7) 即 得 更 好 一 些 的 下 界 
R(pp)>—P .2 
《> (8) 


这 个 下 界 在 爱 尔 多 思 1947 年 的 论文 中 已 经 得 到 ,但 直到 1975 
年 才 得 到 改进 :斯 豆 塞 把 (8) 中 的 下 界 ( 在 p 充分 大 时 ,本 节 下 
面 都 作 此 理解 . ) 几 乎 提高 了 一 倍 , 即 证 明 有 


Repsp)>| YZ 00)) 2 (8') 


e 


(8) 也 是 RC(p,p) 目 前 所 得 到 的 最 好 的 下 界 、 
关于 RC(p,p) 的 上 界 , 在 本 节 开 始 时 就 讲 到 ,利用 爱 尔 多 思 
一 塞 克 尔 斯 上 界 (2) 可 得 到 
Rp PECC2p—2,p— DSA /Vp—I. (9) 
这 个 上 和 界 保持 了 50 年 ,目前 最 好 的 结果 是 1983 年 得 到 的 : 
RPPIEAC2p—2, p/p DAM /pp— DT 
(9') 
上 界 (9') 昌 然 比 (9) 有 所 改进 ,但 二 个 上 界 的 次 方 根 当 p 趋 
于 无 穷 时 的 极限 都 是 4. 同样 ,三 个 下 界 (7), (8), (8 ) 的 次 方 
根 当 请 趋 于 无 穷 时 的 极限 都 是 V 3 . 关于 拉 姆 塞 数 的 渐 近 性 质 
的 一 个 长 期 没有 解答 的 基本 问题 是 : 
lim (RCp,p)) 六 是 否 存在 ?如果 此 极限 存在 ( 则 可 知 极限 值 


在 YZ 和 4 之 疗 ), 值 是 什么 ? 


最 后 说 几 句 话 结束 本 节 , 拉 姆 塞 定理 肯定 了 《函数 RCp,g》 
的 存在 竹 , 但 确定 其 具体 值 , 或 作 定 量 撒 述 却 非常 困难 ,这 是 与 
拉 姆 塞 至 论 中 每 个 定理 相伴 共生 的 现象 ,可 以 认为 这 从 某 个 方 
面 反 映 了 这 个 数学 分 支 的 一 种 统一 的 性 质 、 读 者 往 后 会 不 断 见 
到 这 种 现象 ,并 有 会 留 下 较 深 的 印象 . 
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$1.4 拉 姆 塞 定 理 ( 通 式 和 无 限 式 ) 


为 了 今后 叙述 的 方便 ,我 们 在 这 里 定义 一 些 术语 和 记号 . 

者 设 5 是 一 个 (有 限 或 无 限 ) 集 ,是 正 整数 , 则 下 列 三 种 
说 法 互相 等 价 

GD 5 的 大 染色 .意思 是 把 S 的 每 个 元 染 成 种 颜色 1,2， 
… 洲 中 的 一 种 . 《但 完全 可 能 有 一 种 色 没 有 被 8 的 任 一 元 所 用 ， 
所 以 更 详细 地 应 说 成 “S 的 至 多 包 染 色 ”, 今 后 都 用 简称 , 》 

Gi) S 的 上 分 拆 ,或 3 分 拆 成 二 个 子 集 , 意 思 是 把 $ 表示 
成 它 的 大 个 子 集 的 并 

SS 一 SUSsU US 
其 中 当 i 关 j 时 ,S, 作 5S; 二 人 2. ( 这 里 天 个 子 集 S ，…,S+ 中 可 能 有 
的 是 空 集 . 这 与 (D) 中 可 能 有 的 颜色 没 用 上 根 符 ,但 与 大 部 分 文 
献 中 定义 集合 的 分 拆 (partition) 要 求 各 子 集 5; 都 非 空 不 一 致 . ) 
《ii》 从 S 到 集 生 ,2,…,&} 的 一 个 映 话 
f: S—*{l,2,.,k} 

上 述 三 种 不 同 的 表述 所 说 的 实际 上 旦 同一 件 事 . 它们 显然 
有 下 面 的 关系 : (让 中 的 i 色 元 的 集 = ii) 中 的 子 集 S:= (iii) 中 的 
i 在 映射 了 下 的 原 象 ?2). 

我 们 今后 将 在 不 同 场合 采用 某 一 种 表述 ,也 会 混用 这 几 种 
表述 ,例如 在 用 (十 ) 时 ,可 以 把 映射 了 叫做 集 5 的 一 个 天 染色 
等 ,其 义 自明 . 特别 在 采用 染色 的 说 法 (i) 时 ,如 果 5 的 某 个 子 集 
了 的 每 个 元 都 染 成 同一 色 , 则 把 了 叫做 单 色 的 ;而 若 了 的 每 个 
元 都 是 ; 色 的 ,出 简称 子 集 了 是 ; 色 的 - 

者 设 - 是 正 整数 ,记号 S" 表 示 集 5 的 所 有 元 子 集 的 
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集 . 

图。 所 有 正 整 数 的 集 记 为 N. 对 a,bEN,a<b,b 一 a 十 1 个 
相继 落 数 的 集 {a,a 十 1,…,5} 简 记 为 [a,5], 对 nwEN, 把 集 [1,] 
简 记 成 [J]. 如 不 另 有 说 明 ,“ 数 "都 指 " 正 整 数 ” 

重 ”有限 集 S 的 元 素 个 数 记 成 1S1. 在 不 涉及 元 素 特性 时 ， 
儿 元 集 通 常用 [n] 来 代表 . 

图 对 实数 a,La | 表示 二 的 最 大 整数 ;Ta 表示 之 a 的 最 
小 尾数 . 


为 熟悉 这 些 记号 ,更 为 了 作 进 一 步 推广 ,我 们 把 拉 姆 塞 定理 
的 简 式 重新 表述 如 下 : 


拉 姆 塞 定理 ( 简 式 〉 对 任意 给 定 的 数 91,9: 之 2, 存 在 mE 
六 ,使 得 对 任 一 数 x 之 mo 以 及 [nj 的 任 一 2- 染色 ,一 定 有 iE 
[2] 和 相应 的 ;元 集 S; 忆 [mn], 使 $f? 是 i 色 的 . 

具有 上 述 性 质 的 m 的 最 小 值 由 9 gs 所 确定 , 记 成 及 2 (et， 
92) (通常 简 记 成 RCq yqz))》 

有 数学 思考 经 验 的 读者 会 注意 到 ,上 述 定理 中 出 现 于 [4 
的 数字 “2” 一 一 它 表示 考察 的 对 象 是 [x] 的 所 有 2 元 子 集 , 以 及 
表示 2- 染 色 的 数字 “2 都 有 推广 成 其 它 数字 的 可 能 . 事实 上 , 拉 
姆 塞 定理 的 通 式 正 是 肯定 了 对 任意 给 定 的 r+,xEN 和 [mn] 的 
五 染色 来 说 ,相应 的 结论 仍 成 立 . 应 该 指出 ,在 历史 上 并 不 是 先 
有 “ 简 式 ”, 再 推广 而 得 到 “ 通 式 ”. 这 种 从 简单 到 一 般 的 次 序 是 为 
了 使 读者 容易 接受 而 作 的 人 为 安排 , 历史 事实 是 ,1928 年 , 弗 朗 
克 - 拉 姆 塞 在 伦敦 数学 会 上 宣读 了 一 篇 题目 叫 “ 论 形式 逻辑 中 的 
一 个 疝 题 ”的 论文 ,论文 中 为 了 证 明 其 主要 结论 而 先 证 明了 一 个 
辅助 性 结论 ,这 就 是 这 里 所 说 的 拉 姆 塞 定 理 的 通 式 , 1930 年 拉 

5 ， 


姆 塞 因 腹 部 手术 后 的 并 发 症 不 幸 去 世 , 当 时 年 仅 26 岁 . 他 去 世 
后 这 箱 论 文才 正式 发 表 于 《伦敦 数学 会 会 刊 》(Proc, London 
Math. Soc. 30(1930) ,264 一 286). 关于 这 个 定理 的 一 些 评述 , 读 
者 可 以 参看 本 书后 面 梅 勒 (D; H. Mellor) 撰 写 的 纪念 拉 姆 塞 的 
文章 .现在 先 叙述 这 个 定理 本 身 .… 


拉 垦 塞 定理 ( 通 式 〉 对 任意 给 定 的 ,EN 以 及 数 gq,g:， 
… ,之 7, 存 在 moE 胃 ,使得 对 任 一 数 x 之 no 以 及 [x] 的 任 一 二 
染色 ,一 定 有 iE [4J 和 相应 的 ,元 集 S; 三 [nj, 使 SP? 是 i 色 的 ， 

具有 上 述 性 质 的 的 最 小 值 由 gq1,9,… ,qs 和 v 所 确定 , 记 
成 RY (gi,9s.** ge) 


注意 当 r=1 时 ,定理 的 结论 正 是 (一 般 形 式 的 ? 抽 野 原理 ， 


而 且 有 Re (gsgt,…sg4) 一 2g: 一 1 十 1; 当 一 1 时 ,结论 不 
足 道 , 并 显然 有 Re (qi) 一 q1, 当 7 一 k 一 2 时 , 通 式 就 是 简 式 . 

定理 通 式 的 证 明 实质 上 和 简 式 的 证 明 相同 ,只 是 更 繁 一 些 . 
我 们 将 在 下 一 节 具 体 给 出 通 式 的 证 明 ,而 且 不 仅 证 明 Re 《gi， 
gg9 存 在 ,还 得 到 与 (1) 式 类 但 的 不 等 式 , 在 下 一 节 还 证 明 
了 拉 姆 塞 定理 的 无 限 形式 . 拉 姆 塞 本 人 在 他 的 经 典 论文 中 先 证 
明 无 限 形式 ,再 利用 无 限 形式 来 证 明 前 面 所 说 的 通 式 . 我 们 因为 
已 经 证 明了 简 式 ,所 以 在 此 基础 上 证 明 通 式 ,再 独立 地 证 明 无 限 
式 ， - 


拉 姆 塞 定理 (无 限 式 ) 对 任意 给 定 的 r,kEN 以 及 六 ”的 
任 一 大 染色 , 尽 必 有 无 限 子 集 六 ,使 XX 中 是 单 色 的 . 
下 面 是 无 限 式 的 一 个 推论 , 它 也 是 引子 中 讨论 的 最 后 一 个 
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命题 在 无 限 情形 的 推广 
推论 和 任 一 无 限 ( 实 ) 数 列 {a.: n€NN} 一 定 含 有 单调 的 无 
限 子 数列 . 
证 明 定义 Ne 的 2 加 
1 aa<aiy 
AD- 若 wzo 
则 由 拉 姆 骞 定理 的 元 限 式 可 知 ,N 有 无 限于 集 X= {ma mavzo， 
其 中 力 <m<me<… 使 ZX 在 染色 了 下 是 单 色 的 , 如果 
Xe 是 1 色 的 , 则 按 了 的 定义 有 递增 的 无 限 子 数列 cu<as<a- 
< 一 …, 如 果 X 是 2 色 的 , 则 有 单调 不 增 的 无 限 子 数 列 4, 之 a 
2amZ2 O 


最 后 ,我 们 在 承认 拉 姆 塞 定理 ( 通 式 ) 的 前 提 下 ,简单 地 讨论 
一 下 拉 姆 塞 数 Re 《gi,92;… yg4). 当 了 一 2 时 , 简 记 RY (gq,gz， 
0) 二 R142，…* 94)， 这 时 它 可 以 用 对 KK 的 边 作 大 染色 的 
表述 方式 来 直观 地 定义 ,读者 不 妨 一 试 . 
先 叙述 两 条 平凡 的 性 质 ,读者 不 难 自 己 给 予 证 明 - 
GD 对 给 定 的 -EN,R (gi,9:,…,q;) 作 为 正 整 数 自 变 
量 gy,gr… ,qu 之 r 的 函数 对 每 个 自 变量 都 单调 不 碱 ,而 且 这 个 
函数 对 上 个 自 变量 完全 对 称 , 具体 地 说 ,如 果 之 gi(i 一 1,2,…， 
下》, 则 RCgisg2, 90) 庆 R? (qi,9r,"…,g4) ;又 若是 集 [R] 的 
一 个 置换 , 则 有 
RO (gi,q2" 9) — RO (gx) gry gr) ) 
(iD 设 上 2 如果 gz, 中 有 某 一 个 ,比方 说 gq 等 
于 ”~, 则 有 
RO (gi,g23" 190) — RR (ga ga) 
关于 RCg1,g2，,… ,94) 的 非 平 凡 结果 ,除了 3 1. 3 所 提 到 的 
。27。 


当 r 一 一 2 时 的 一 些 内 容 外 ,人 们 迄今 所 知 非常 之 少 ,而 且 所 知 
的 些许 结果 也 主要 局 限于 -一 2 的 情况 ,下 面 作 一 简单 介绍 . 

{a) 当 r>>2 时 ,至 今 还 只 求 得 一 个 非 平凡 的 Rg yoz， 
“… ,qi) 的 精确 值 . 这 个 值 是 ROC4,4) 一 13. ( 它 是 具有 下 述 性 质 
的 数 4 的 最 小 值 :对 [nx] 中 的 任 一 和 染色 ,[n] 中 一 定 有 4 元 子 集 
5, 使 得 5S“ 是 单 色 的 . ), 据 前 面 引 用 过 的 拉 德 齐 估 夫 斯 基 在 
1991 年 2 月 的 报告 中 说 ,这 一 结果 是 “ 算 ” 出 来 的 . 

(b) 当 r=2,8>>2 时 ,至 今 求 得 的 唯一 一 个 非 平凡 的 精确 
值 是 R(3,3,3) 二 17, 它 也 是 由 首先 求 得 RG3,4) 二 9,R(3,5) 一 
14 和 RC4,4) 一 18 的 二 位 数学 家 格林 伍德 和 格 里 森 CGreen- 
wood and Gleason) 在 1955 年 求 得 的 . 

除 此 之 外 ,经 过 不 少数 学 家 的 不 断 研究 ,还 得 到 了 一 些 非 平 
凡 的 界 . 如 

51<R(3,3,3,3)<65， 
159<R(3,3,3,3,3)<322， 
128 亿 R44,4) 坟 248 等 . 
(c)》 r=& 一 2 时 的 不 等 式 
R(qi,9)ER(g—1,9) + Rg —1) (1) 
可 以 推广 到 一 般 情 形 ( 设 9 ,gm…9e>r): 
Rgg2"" GOESRT I ROG 1 ,Ge) 
Rg sg —1))+1 01') 
《我 们 将 在 下 一 节 给 出 (1 ) 的 证 明 ) 
利用 (1 )? 即 可 直接 得 到 
R(3,3,3)<Re(6;6,6) 十 1 一 17 
为 了 证 明 R(3,3,3)>>16, 还 要 给 出 下 i 的 边 的 一 个 3- 染 色 , 使 
得 Ke 不 含有 单 色 的 三 角形 Ks, 这 种 3- 染 色 的 及 is 如 图 1 一 4 所 
未 .其 中 实 边 和 虚 边 分 别 表示 两 种 色 的 边 ,第 三 种 色 的 边 全 部 没 
28* 


有 画 出 来 . Ka 的 这 种 3- 染 色 是 格林 伍德 和 格 里 森 利用 有 限 域 
GE(2*) 的 性 质 构造 出 来 的 ,这 里 不 作 具 体 论证 了 
《d) 在 渐 近 性 质 方面 ， 
大 


如 记 RG3,3,*…*,3) 二 Ri.(3)。 
可 以 证 明 性 质 

Re ti C3) PR (IR (3) 

成 立 ( 为 此 只 要 证 明 从 边 已 
-染色 但 不 含有 单 色 天 的 
KG 一 1 2) 可 以 构造 出 
KK 的 边 的 (6 十 姑 )- 染 色 ， 
使 其 中 不 含有 单 色 的 天: 即 
可 ,作出 这 种 构造 并 不 难 ,这 
里 不 具体 写 出 来 了 ). 上 述 性 蜀 ! 一 4 
质保 证 了 极限 imCRC3))t 一 定 存在 (也 可 能 是 c") ,这 比 起 (R 
(4,8) 六 来 前 进 了 一 大 步 ,但 也 只 停留 在 存在 性 的 水 平 . 人 们 想 
求 得 这 个 极限 值 的 努力 至 今 尚未 取得 成 功 . 已 经 证 明 有 正常 数 
C 使 Ri(3) 之 C(3,16), 从 而 得 知 jim(CReC3)) 二 >3.16. 


最 后 ,我 们 利用 不 等 式 (1 ) 给 出 R,C3) 的 一 个 (并 非 最 好 
的 ) 上 界 以 结束 本 节 . 


站 


命题 1.4.1 Ri(3)<lklejtl KEN) - 
证 明 对 进行 妇 纳 证 明 . 当 一 1,2 时 ,命题 中 的 等 式 成 
立 .假设 i3z3 时 有 RSLG- 1)lej1. 根 据 (1 7)( 和 =1 时 
的 拉 姆 塞 数 的 公式 ) 即 可 得 
RC(3) R33DERDV RC3) ,se Re-13))+1 
» 29* 


RCR 一 1)le 十 2. 
但 当 沪 3 时 又 有 


GE 一 Die 一 个 一 1D1 全 


故 有 LG 一 1)1e|. 
从 而 


4 
和 人 一 Dlej 二 1 本 22 方 =LaejJRC9)SLetej+1 
命题 得 证 . 0 
当 &=3 时 ,命题 给 出 的 上 界 正 好 等 于 精确 值 17, 接 下 去 的 
土 界 核 次 是 RC3) 志 66, Rs (C3) 所 327,Re《3) 坊 1958 等 等 ,它们 
离 精确 值 当 然 越 来 越 远 . 


§ 1. 5” 通 式 和 无 限 式 的 证 明 


拉 姆 塞 定理 ( 通 式 )” 对 任意 给 定 的 EEN 和 数 gi,9，*… ,gr 
实 r 之 1,( 前 面 定义 的 ) 数 Re (qi,92，,…,44) 存 在 ;而 且 当 91,42， 
gr 时 ,成 立 不 等 式 

RV gg sg OER VM ps per br) tl (1') 
其 中 p=R? Cg 一 ltt i 二 1,2 kk) 
证 明 对 正 整 数 r 和 满足 ;之 r(i 一 1,2,…, 户 时 的 非 负 整 


* 表示 这 一 节 可 先 跳 过 而 不 影响 继续 阅读 ,下 网 
30 。 


数 2， 《一 7) 作 双重 归纳 证 明 . 具体 地 说 , 因 r 一 1 时 对 任意 个 


正 整数 9,,ga,… ,4, 数 Re Cgqusqes…1gi) 存 在 (而 且 等 于 22 Cg 
一 1) 十 1), 假设 >>1 时 数 Re (pi ,po… ,如 ) 对 任意 个 数 所 
Zr 一 1G=1 存在, 我 们 再 来 证 明 , 数 Roygz ya 对 
任意 上 个 数 gj 之 ri 二 1,…,&) 存 在 ,而 且 当 qi,q:，… sqx>r 时 不 


， 
等 式 (1 ) 成 立 . 这 个 结论 我 们 通过 对 数 2 (q, 一 ”3>0 作 归纳 来 


证 明 .这 时 的 归纳 起 点 是 部 (9 一 让 一 0 一 即 生 一 … 一 一 一 时 
R'(r ,7) 二 Rm (Cr) 一 r( 注 意 关 如果 有 茶 些 gq 二 r, 则 按 §1.4 
的 性 质 Gi) ,可 以 在 Re (Cg,… ,qr) 中 去 掉 这 些 q; 而 只 留 下 大 于 
> 的 qe, 当然 & 减 小 了 .但 在 以 下 的 证 明 中 我 们 对 kEN 并 没有 
任何 限制 , ) 所 以 为 了 完成 归纳 证 明 , 我 们 只 需要 证 明 : 如 果 对 给 
定 的 个 数 g>>rG==1,…,&) ,相应 的 个 拉 姆 塞 数 Re, 一 
ga) 一 PtsRO Gg- 一 1) 一 pr 都 存在 , 则 数 
Ro (que ye 也 存在 ,而 且 满足 R? (gy 9 my 9 二 
有 Re-D (所 sp 加) 十 .要 证 明 的 这 个 结论 可 以 更 具体 地 重新 
馆 述 成 如 下 命题 C* ). 

(x) 设 吕 是 Re ( 姑 加 各) 十 1 元 过 ,7 一 
[] 是 和 的 一 个 任意 给 定 的 天 染色 , 则 必 有 某 一 个 iE 区 J 以 及 
相应 的 q; 元 集 XX 三 站 ,使 Xf? 是 * 色 的 . 

证 明 (* ) 是 整个 证 明 的 关键 一 步 ,证 明 的 思想 和 证 明 篇 式 
乃至 六 人 集会 问题 的 结论 在 本 质 上 完全 相同 . 

证 (x ): 任 取 久 的 一 个 元 z, 记 XX 一 {z}=Y, 从 XX 的 二 染 
色 了 可 按 如 下 方式 产生 Y" -2 的 一 个 大 染色 疡 :对 了 的 r 一 1 元 

1。 


子 集 5, 定 义 f'(S)==/(SU {z)). 因 YY 是 RDCpis pes spi) 
元 集 , 根 据 数 RCpi ,Pa，… ,Pi) 的 定义 ,对 了 以 及 Y* ?的 大 
染色 了 f' , 必 有 某 一 个 iE [了 ,不妨 设 ;一 1, 以 及 p 元 集 ZSTY， 
使 得 2 在 染色 1' 下 是 1 色 的 . 再 考察 户 一 Re (qi 一 1,qs， 
4) 元 集 Z 以 及 2 中 的 二 染色 f 根据 数 Re 一 1;9， 
gq ) 的 定义 ,或 者 有 某 一 个 jE [2,] 以 及 q, 元 集 X; 三 ,使 得 
X" 在 染色 下 是 j 色 的 ,这 时 已 得 (* ); 或 者 有 9 一 1 元 集 XX， 
SZ, 使 得 X'?? 在 染色 了 下 是 1 色 的 .由 于 我 们 已 经 知道 Z" 
一 从 而 Xe 一 在 染色 产 下 是 1 色 的 , 令 X= 二 XU {z} 则 根据 
六 ' 的 定义 中 可 知 gi 元 集 XISX 对 染色 了 下 是 1 色 的 , 仍 得 
(x ). 从 而 完成 了 定理 的 归纳 证 明 . 0 

适 式 的 上 述 证 明 不 依赖 于 简 式 的 结论 ,但 运用 了 与 证 明 简 
式 相同 的 一 种 想法 , 它 具体 表现 在 从 X2" 的 天 染色 了 产生 YY 
的 大 染色 产 .这 种 从 原来 的 染色 产生 “导出 染色 ”的 手法 ,在 证 
明 拉 姆 塞 理论 的 很 多 结论 时 都 会 用 到 ,当然 具体 表现 形式 因 问 
题 而 异 . 在 无 限 式 的 下 述 证 明 中 ,这 一 手法 也 是 关键 性 的 . 


拉 姆 塞 定理 (无 限 式 ) 设 r,kEN,A 是 无 限 集 , 则 对 4A” 
的 任 一 染色 ,A 中 必 有 无 限 子 集 XX 使 得 X" 蚌 单 色 的 

证 明 对 xEN 进行 归纳 证 明 .7 一 1 时 定理 显然 成 立 ( 它 正 
是 抽 展 原理 的 无 限 形式 :把 无 限 多 个 东西 任意 分 放 进 有 限 个 抽 
展 ; 则 必 有 某 个 抽 层 中 放 进 了 无 限 多 个 东西 现 设 r>1, 记 4 
的 和 染色 是 fA" 一 [kj. 

在 A 中 任 取 一 元 Zz, 记 4A 一 {z1) = 二 Bi 从 4A” 的 有 染色 了 
可 按 如 下 方式 产生 BY 7 的 一 个 和 染色 用 :对 Bi 的 + 一 1 元 子 
集 5, 定 义 有 1(5) 一 了 (SU {zi)) ,根据 归纳 假设 ,有 某 一 个 情 E 
[#]j 以 及 Bi 的 一 个 无 限 子 集 4 ,使 得 hf 在 染色 所 下 是 如 

32。 


色 的 . 改 记 4 一 4,, 则 上 面 这 些 步 难 可 以 简单 地 表示 为 
Eh A 一 {zx} 一 Bi 二 41,A 无 限 ， 
ATPEfT GN ,NE CR. 

再 从 4, 开始 重复 上 述 步骤 : 任 取 zzE A, 记 A441 一 {zs) 二 
,定义 BY 的 坟 染 色 记 如 下 :对 的 r 一 1 元 子 集 S, 户 (S) 
一 廊 (SUfzaj ,根据 归纳 假设 ,有 某 个 ze [4] 以 及 B, 的 一 个 
无 限 子 集 4:, 使 得 48 7 在 染色 户 下 是 己 色 的 . 这 第 二 轮 步骤 
可 以 表示 为 

zaE 4 4 一 (zs 一 有 二 4，4， 无限 ， 
AS PEfr li2) ,i ELE] 

如 此 继续 进行 ,可 以 对 每 个 nEN 得 到 
Ei A 1 一 {Tz} 二 BB. 二 A。， A 无 限 ，、 
AF PEfT NG), i €E Lk. 

这 样 我 们 得 到 了 三 个 无 限 序列 : {i : n EN}, {zx :aEN} 
和 {4. :nmEN}. 但 因 每 个 mmE [kj], 故 数列 {i : n€ NN} 中 必 有 各 
项 相等 的 无 限 子 数列 

i is i Cann) 

不 妨 设 庆 一 1. 记 和 = {zo xwzxo,，"…}, 它 是 4 的 无 限 子 集 . 则 根 

据 定义 可 证 在 染色 /下 是 1 色 的 : 任 取 义 的 一 个 + 元 子 集 

35, 把 5 中 诸 元 素 z, 的 下 标 x 的 最 小 者 记 为 x' , 则 可 记 3 一 3 

U {zw), 其 中 5' 是 4 的 r 一 1 元 子 集 ,而 且 fr《5')=iw 二 1, 但 

按照 ,的 定义 ,5S)==f(S'U {zw))= 了 (8)=1. 0 

无 限 式 的 上 述 证 明 不 依赖 有 限 情形 的 结论 (而 且 实 际 上 无 
限 式 的 证 明 还 更 容易 些 ). 反 过 来 ,有 限 情形 的 结论 ( 通 式 ) 却 可 
以 从 无 限 式 推导 出 来 . 拉 姆 塞 本 人 在 他 的 经 典 论文 中 正 是 这 样 
进行 的 ,我 们 在 这 里 不 具体 写 出 这 个 推导 . 在 第 二 章 我 们 要 证 明 

个 从 无 限 情 形 推出 有 限 情形 的 一 般 结论 (叫做 紧 性 原理), 而 
"39. 
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从 拉 姆 塞 定理 的 元 限 式 推导 出 通 式 是 这 个 一 般 结 论 的 特例 . 


Ea 


bi 


mo 


~ 


习题 


. 证 明 在 对 KKs 的 各 边 作 任 意 的 2- 染 色 后 , 茶 少 会 有 二 个 各 边 同色 的 三 


边 形 和 一 个 各 边 同 色 的 四 边 形 . 


, 把 Ka 的 各 边 任意 染 成 红色 或 蓝 色 后 ,如 果 每 一 点 至 多 连 出 二 条 红 边 ， 


证 明 一 定 有 金 是 蓝 边 的 尺 ;. 
证 蝎 命 题 1.2.1. 


验证 $ 1.3 中 给 出 的 图 GC3,4),GC3,5) 和 GC4,4) 分 别 说 明了 RC3,4) 
>8,R(3,5)>13 和 RC(4,4)>17. 


,完成 定理 1. 3. 1 中 关于 RC3,4) 志 9 的 证 明 . 


先 证 明 + 二 二 2 时 $1.4 中 所 列 出 的 性 质 ()、 仙 ) 成 立 ,再 证 明 ()、 i) 
一 般 成 立 . 


. 直接 通过 考察 及， 的 3- 染 色 来 证 明 RC3,3,3)<&17， 
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第 二 章 ” 几 个 经 典 定理 


$2.1 爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 定理 


虽然 拉 姆 塞 定理 在 1930 年 已 公开 发 表 ,但 这 个 结果 并 未 引 
起 当时 数学 界 的 注意 ,其 广 为 传 播 要 归功 于 爱 尔 多 思 和 塞 克 尔 
斯 在 1935 年 发 表 的 题 为 “几何 中 的 一 个 组 合 问题 ”的 论文 . 该 文 
用 二 种 方法 证 明了 同一 个 新 奇 的 几何 定理 ,其 中 的 一 种 方法 正 
是 利用 了 塞 克 尔 斯 独立 地 重新 发 现 的 拉 姆 塞 定理 ! 我 们 在 这 一 
节 来 讲 这 个 几何 定理 ,虽然 现在 可 以 把 它 看 作 拉 姆 塞 定理 的 一 
个 精彩 应 用 ,但 在 历史 上 并 非 如 此 . 


爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 定理 ” 设 数 mw 之 3, 则 存在 数 入 ,使 得 
( 殉 氏 ) 平 面 上 任意 给 定 的 无 三 点 共 ( 直 ) 线 的 太 个 点 中 , 必 有 m 
个 点 是 西 zm 边 形 的 顶点 ,上 述 数 N 的 最 小 值 记 为 N Gxm). 
下 面 我 们 根据 塞 克 尔 斯 在 1973 年 为 爱 尔 多 思 的 组 合 学 文 
集 《 计 数 的 艺术 } 所 写 的 前 言 来 讲述 发 现 这 个 数学 定理 的 历史 情 
。 35 


景 . 当时 他 们 二 人 都 是 布达佩斯 大 学 的 年 青学 生 ,他 们 的 数学 转 
子 里 的 一 位 女 同 学 爱 登 : 克 莱 因 最 早 发 现 了 一 个 简单 而 又 新 奇 
的 几何 命题 : 


命题 平面 上 无 三 点 共 线 的 任意 五 点 中 一 定 有 四 点 是 凸 四 
边 形 的 顶点 . 

用 前 面 定 理 中 的 记号 ,这 个 命题 所 断言 的 正 是 N(4) 一 5。， 
我 们 先 承认 这 个 命题 成 立 ,继续 讲 这 个 数学 发 现 的 历史 故事 , 他 
们 三 个 人 努力 希望 能 推广 这 一 结果 . 塞 克 尔 斯 这 样 描述 当时 的 
情景 “我 们 很 快意 识 到 这 (种 推广 ) 并 不 简单 ,并 因此 情绪 相当 
激动 ,因为 我 们 非常 淘 疹 解 答 的 将 会 是 一 种 畦 新 类 型 的 几何 问 
题 .…… 几 性 期 后 ,我 终于 能 得 意 扬扬 地 对 爱 尔 多 思 说 : “聪明 的 
保 尔 ,您 听 着 . ”实际 上 我 发 现 的 正 是 拉 姆 塞 定理 ,从 它 很 容易 得 
到 命题 的 推广 . 当然 ,我 们 那 时 都 没 听 说 过 拉 姆 塞 . ” 
我 们 的 记号 , 塞 克 尔 斯 所 给 出 的 定理 证 明 是 这 样 的 : 

证 明 mx 一 3 时 定理 显然 成 立 (这 时 N(3) 一 3), 现 在 证 明 
当 mm 守 4 时 , 令 MY 一 Re (mm ,5) 即 可 . 

对 平面 上 任意 给 定 的 无 三 点 共 线 的 N 点 ,可 以 把 这 N 个 
点 的 所 有 4 点 子 集 分 成 二 类 :如 果 4 个 点 是 凸 4 边 形 的 4 个 顶 
点 , 则 此 4 点 集 归 入 第 一 类 ;其 余 的 4 点 集 都 归 人 第 二 类 ,根据 
N=R% (Gm,5) 和 拉 姆 塞 数 的 定义 ,在 这 N 点 中 一 定 或 者 有 叫 
个 点 ;它们 的 任 一 4 点 子 集 都 属于 第 一 类 ;或 者 有 5 个 点 ,它们 
的 任 一 4 点 子 集 都 属 第 二 类 一 一 即 都 不 是 上 四 4 边 形 的 4 个 顶 
点 .但 根据 命题 ,后 一 种 情况 不 可 能 发 生 ,所 以 我 们 只 要 再 证 明 
下 述 结论 (x 成立. 

《x*) 设 平面 上 和 个 点 中 无 三 点 共 线 , 而 且 其 中 任意 4 点 
都 是 凸 4 边 形 的 顶点 , 则 这 m 个 点 一 定 是 是 mw 边 形 的 顶点 . 
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现在 对 mm 之 4 用 归纳 法 来 证 明 结论 (x ). m=4 时 结论 显然 

成 立 . 设 加 之 4, 首 先 可 以 不 难 证 明 这 澡 点 中 一 定 有 3 点 4,B， 

C, 使 得 其 余 mr 一 3 个 点 都 位 于 BAC 区 域 的 内 部 . 注意 在 

入 ABC 中 一 定 没有 所 给 出 的 点 . 考察 除 4 入 

之 外 的 m 一 1 个 点 ,根据 归纳 假设 ,它们 是 

某 个 西 吉 一 1 边 形 的 全 部 顶点 ,而 且 易 知 

边 BC 一 定 是 这 个 西亚 一 1 边 形 的 一 条 于 8 

边 ,把 BC 边 换 成 4B 和 AC 二 条 边 后 所 

得 到 的 是 一 个 乓 m 边 形 . (* 得 证 ,从 而 国 21 

定理 证 毕 . 
现在 再 回 过 来 看 命题 CN(4) 一 5) ,相信 读者 能 够 自己 补 出 

其 证 明 . 


各 拉 姆 塞 数 一 样 ,要 想 确定 数 Nm) 也 异常 困难 ,除了 明显 
的 值 Y(3) 一 3 和 Nd4) 一 5 外 ,还 能 够 通过 情况 分 类 不 大 困难 
地 证 明 N(5) 一 9. 这 就 是 目前 所 知道 的 全 部 Nm) 值 ! 

在 1935 年 的 经 典 论文 中 ,除了 给 出 上 述 (归功 于 塞 克 尔 斯 
的 ) 证 明 方法 外 ,还 给 出 了 另 一 个 (归功 于 爱 尔 多 思 的 ) 证 法 , 爱 
尔 多 思 的 方法 没有 利用 拉 姆 塞 定理 的 结果 ,但 用 它 可 以 得 到 
Nlm) 的 一 个 上 界 .后 来 他 们 又 通过 具体 构造 得 到 一 个 下 界 , 合 
起 来 是 

2 1EN Gm) EC 2m—4,m—2)+i 
他 们 猜想 和 N《m) 二 2" 十 1, 但 此 猜想 至 今 没 有 得 到 同 答 ,即使 
当 m=6 时 是 否 有 NN(6)=17 也 还 是 一 个 迷 . 

另外 还 有 一 个 与 此 紧密 相关 的 未 解决 难题 ， 

设 整数 mw 之 3, 是 否 一 定 存在 正 闭 数 M, 使 得 平面 上 任意 给 
定 的 无 三 点 共 线 的 MM 个 点 中 , 必 有 区 个 点 是 凸 m 边 形 的 顶点 ， 
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而 其 余 M 一 天 个 点 都 在 这 个 凸 普 边 形 的 外 部 ? 

注意 到 如 果 存 在 这 样 的 数 于 , 则 对 任意 的 之 M 个 无 三 点 
共 线 的 点 中 也 一 定 有 xm 个 点 是 是 六 边 形 的 顶点 ,而 其 余 # 一 总 
个 点 都 在 这 个 凸 m 边 形 的 外 部 ,所 以 对 给 的 m 如 果 存 在 具有 上 
述 性 质 的 数 MM, 则 可 以 定义 这 种 M 的 最 小 值 MCm)。 

易 知 MM(3) 一 3, M(4) = 二 5, 但 对 m=5; 这 种 M 一 从 而 
M(5) 一 的 存在 性 尚未 得 到 肯定 或 否定 的 回答 . 


§2.2 舒 尔 定理 和 有 关 结 果 


如 果 说 爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 定理 在 拉 姆 塞 理论 的 发 展 中 的 
主要 作用 是 重新 发 现 了 拉 姆 塞 定理 并 使 这 个 结果 引起 数学 界 的 
注意 ,但 爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 定理 本 身 相 形 之 下 是 一 个 比较 “ 孤 
立 " 的 结果 ,那么 这 一 节 忌 讲 的 舒 尔 定理 的 情况 很 不 相同 . 舒 尔 
定理 疝 世 比 拉 姆 塞 定理 早 十 几 年 ,而 舒 尔 定 理 本 身后 来 得 到 一 
系列 推广 和 发 展 , 是 拉 姆 塞 理论 的 源头 之 一 . 

下 面 分 三 部 分 来 讲 . 

(A) 每 尔 定理 及 其 证 阴 

这 个 定理 是 德国 数学 家 舒 尔 (L Schur,1875 一 1944) 在 
1916 年 发 表 的 一 篇 研究 有 限 域 上 的 费 尔 马 大 定理 的 论文 中 证 
明 的 ,论文 的 题目 叫做 “ 论 同 余 式 x* 十 y" 二 xz"(modp)”, 这 里 所 
说 的 舒 尔 定理 是 为 了 证 明 论文 的 主要 结果 而 先行 证 明 的 结论 . 

下 面 是 舒 尔 定理 和 它 的 两 种 证 明 : 第 一 种 证 明基 于 舒 尔 的 
震 始 证 明 , 第 二 种 证 明 利 用 了 拉 姆 塞 定理 ， 


舒 尔 定理 (有 限 形式 ) 对 任 一 给 定 的 &EN, 存 在 wnEN, 使 
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得 对 [nj 的 任 一 和 米色 f: [n]>[4], 有 xz,yE [nj] 使 f(z)= 
f(y)== 了 f(z 十 y)( 这 里 的 x,y 可 能 相等 ). 上 述 数 的 最 小 值 记 
为 S(E)，， 

证 明 一 ， 困 反 证 法 证 明 只 要 z 减 L&iej 即 合 于 所 求 ,假设 对 
了 [nj 一 [8] 不 存在 z,yE [nj] 使 了 (zx) 一 fy) 一 f(z 十 y), 并 记 


n=no. 

设 在 染色 了 下 [no] 中 被 染 成 iE [&] 色 的 元 的 个 数 最 多 , 记 
== {zorxi' yc-1}< 中 , 则 (由 抽 导 原理 ) 易 知 no<<km. 

考察 [ro] 中 的 zy 一 1 元 子 集 No 二 {x 一 zo :iE€[Lm 一 1j), 由 
假设 可 知 ,N。 中 任 一 元 x; 一 zs 都 不 可 能 是 记 色 的 (因为 否则 将 
有 f(z 一 x) =io, fC) i 和 fxr0) tr) = f(r) =i), 
设 在 染色 了 下 Ne 中 记 色 的 元 的 个 数 最 多 ,这 里 ,iLE [6 天 
a! 记 让) 人 NNo 二 (yoy yy-1}<， 同 理 可 知 吕 一 1 才 (k 一 
Drs. 

如 果 ns 滨 1, 表 考察 [wo] 的 ns 一 1 元 子 集 NN 一 {y. 一 yo 1! i€E 
[ns 一 1j}. 根据 假设 ,Ni 中 任 一 元 y% 一 % 都 既 不 是 访 色 ,又 不 是 
记 色 的 (不 是 鹿 色 的 推理 局 N。, 不 是 i, 色 是 因为 任 一 > 一 yo 都 
可 以 写成 一 zx; 的 形式 ,其 中 1Ss*<e<sma 一 1), 设 在 染色 了 下 
Ni 中 六 色 的 元 的 个 数 最 多 ,这 里 关 E [本 一 ta) 记 广 :Go 站 
Ni 一 {zosz19… sz-!}<， 同 理 可 知 一 1 (4 一 2)ns. 

如 果 mm>>1, 再 考察 Ns 一 {x 一 zo : i€ [ms 一 1]) ,等 等 ,如 此 
继续 进行 ,一 方面 ,只 要 n,-1>1 就 可 以 再 进行 一 步 得 色 i-1€ 
[&] 和 数 吉之 1, 并 有 -1 一 1 声 (& 一 j 十 1)ny. 另 一 方面 ,这 个 过 程 
不 可 能 无 限 继续 ,因为 每 进一步 都 要 用 到 一 个 以 前 没 用 过 的 色 . 
所 以 一 定 有 < 使 得 mi 一 1. 


国 {ervea 一 ,an}< 表 示 如 元 数 集 tal,az ren) 其 中 <azc cam 
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从 不 等 式 组 pohni, mu 科大 一 1D)m 十 1; 贡生 (站 一 2)ns 十 1， 
Dn 十 ls jr, nj 一 1 可 以 得 到 
no 妇 二 ( 作 一 1)72 十 有 < 开 ( 雪 一 1》( 天 一 2 zs 十 二 (天 一 1) 十 天 
jy 二 (二 十 ()s 十 如 
委 ( 有 十 (7 十 …… 十 (2 十 开 
=&l (+ 允 计 < 
这 与 mn 一 x 之 lklej 的 假设 蔬 盾 . 0 
.证 明 二 ”利用 拉 姆 塞 定理 , 取 w=RC3) 一 1 即 可 保证 定理 
所 说 的 性 质 成 立 , 和 $1.4 的 记号 一 样 , Ri(3)7 是 拉 姆 塞 数 

2 
R23,3,… ,3) 的 缩写 . 

从 Im] 的 天 染色 f+ [nj->[8] 可 以 产生 [x 十 1 的 一 个 天 
染色 疡 :对 全 <E[n 二 1 ,定义 疡 (四 ) 一 870 一品, 根据 
拉 姆 塞 数 =" 二 1 一 Re(3) 的 性 质 ,[z 十 1]] 中 有 3 元 子 集 {a,6,c}<， 
它 的 三 个 2 元 子 集 在 染色 f' 下 同色 , 即 有 

fF dad)=f (bc)=f (asc}) 
也 就 是 
fe—a)= fe = fa). 
仿 7=6 一 asy 二 c 一 6 即 合 于 所 求 . 0 


(B) 舒 尔 数 
B 一 1 精确 值 
为 确定 舒 尔 数 , 令 S* (8)=SC&) 一 1, 并 给 出 S* (8) 的 一 个 


加 规定 (Ri 二 kh 一 Dt 一 i 二 1 (Oisck) ,所谓 上 的 i 项 降 阶 科 
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直接 的 定义 ,为 此 ,我 们 把 N 的 子 集 下 称 作 自 由 和 和 集 ,如 果 下 具 
有 性 质 a,6E F-=>a 二 5 告 . 于 是 S” (有 等 于 可 以 分 拆 成 上 个 自 
由 和 集 之 并 的 集 [m] 中 mm 的 最 大 可 能 值 . 例如 ,[4] 可 以 分 拆 成 
二 个 自由 和 集 {1,4} 和 {2,3} 之 并 , 故 S$ (2) 之 4; 但 不 难 验证 [5] 
不 具有 这 种 2- 分 拆 , 所 以 S* (2) 一 4. 

迄今 已 确定 的 舒 尔 数 (也 把 S" (%) 叫 做 舒 尔 数 ) 只 有 4 个 : 
S*(1)=1,5' (2)=4, 3S (3) 一 13 和 5 (4) 一 44. 其 中 3 (4 
二 44 是 在 1965 年 借助 计算 机 求 得 的 . S$" (5) 尚 未 确定 ,在 1979 
年 仿照 S* (4) 的 求法 只 得 到 (目前 最 好 的 ) 下 界 S$" (5) 之 157. 

B 一 2 上 看 

前 面 给 出 的 二 种 证 明 实际 上 都 同时 给 出 了 舒 尔 数 的 上 界 : 

命题 2.2.1 SCesLRele|. 0 

命题 2.2.2 SC)<ReC3) 一 1. 0 

而 且 结合 命题 2. 2. 2 和 1. 4. 1 就 得 到 命题 2. 2. 1 的 上 界 ， 
当然 命题 2. 2. 2 的 上 界 本 身 尚未 确定 . 通过 对 RC3) 的 上 界 的 
分 析 可 以 得 到 

命题 2.2.3 SO<|4[ 二 上 0 

命题 2. 2. 3 中 的 上 界 是 目前 最 好 的 . 

有 一 道中 学 生 国际 数学 奥林匹克 竞赛 题 (第 20 届 第 6 题 ) 
是 这 样 的 : 

“一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 ,共有 成 员 1978 人 ,用 
数 1,2,…,1977,1978 编号 ,请 证 明 该 社团 中 诗 少 有 一 位 成 员 的 
编号 数 等 于 他 (她 ) 的 二 位 同胞 的 编号 数 之 和 ,或 者 等 于 一 位 同 
胞 的 编号 数 的 2 倍 .” 

用 现在 的 术语 来 表示 ,这 道 题 要 求证 明 的 是 S(6) 突 1978. 
当然 ,这 是 命题 2. 2. 1 的 推论 ， 


dl. 


SC6)<L6Iej 一 1956. . 
但 出 这 道 题 的 人 不 能 要 求 参 赛 者 先 去 证 明 一 一 或 本 来 已 知道 
一 一 命题 2.2.1, 也 许 出 题 人 希望 参赛 者 能 对 这 些 具 体 数据 独 
立地 想 出 证 法 一 的 解法 ,或 者 希望 参赛 者 想到 把 问题 化 成 证 明 
Kw 在 边 的 任 一 6- 染色 下 必 有 单 色 的 三 角形 一 一 等 于 要 求 独 
立地 想 出 证 法 二 的 主要 思想 ,尽管 对 Ko 的 上 述 6- 染 色 性 质 的 
证 明 也 可 以 直接 通过 连用 几 次 证 明 六 人 集会 问题 ( 即 RC3,3) 专 
6) 的 方法 来 完成 
B--3 下 界 
舒 尔 本 人 在 他 的 1916 年 论文 中 提出 一 种 通过 递 推 构造 求 
得 5*(&) 下 界 的 结果 . 
设 [m] 可 以 分 拆 成 x 个 自由 和 集 之 并 : 
bm]=FUFsU UF. 
风 [3m 十 1] 也 可 以 分 拆 戌 十 1 个 自由 和 集 之 并 : 
[3mt+1]=FUF UUF UF 
其 中 FFE=FU(CFt2mtl) GG=1,2,° 8) 
(这 里 所 十 2m 十 1 表示 和 集 ,中 各 数 都 加 上 2m 十 1 后 所 得 的 
集 ), 而 


Pani=Lm+1,2m+1]. 
不 难 验证 三 ,… ,Fi+1 都 是 自由 和 和 集 .例如 ,从 54] 分 拆 成 二 个 
自由 和 集 之 并 [4]= {1,4}U{2,3} 出 发 , 按 上 上 述 构造 法 可 把 [13] 
分 拆 成 三 个 自由 和 和 集 之 并 ， 
， L133]={1,4,10,13)U {2,3,11,12}U {5,6,7,8,9},) 
因此 对 每 个 EN 成立 S* (十 六 38 (8) 十 1. 因 5 1) 一 1， 
故 得 下 界 


5 (> (GD 
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阿 伯 特 和 享 松 (Abbott and Hanson) 在 1972 年 通过 更 细致 

的 递 推 构造 法 证 明了 

S* (ktD2S" 06DS D+S' (K+S (DLEN 
在 上 式 中 国定 1, 则 有 常数 4 使 

S* (ACS 0 十 六 ， kl 

特别 取 ! 一 5, 再 利用 S* (5) 沁 157 即 可 得 

S* (PAG) >C3. 16): (2) 
当天 充分 大 时 ,下 界 (2)? 比 (1) 好 ;(2) 也 是 目前 最 好 的 下 界 ( 在 渐 
近 意 义 下 ), 从 (2) 可 以 得 到 

RC(3)SS* (k)+2>AC3. 16)*, 
这 也 是 RC3) 的 最 好 下 界 ( 请 与 $1.4 中 关于 R,(3) 的 渐 近 性 质 
的 讨论 比较 ). 


《C) 每 尔 定理 的 推广 

舒 尔 定理 是 拉 姆 塞 理论 的 源头 之 一 . 虽然 舒 尔 本 人 证 明 这 
个 定理 是 为 了 研究 别 的 问题 ,而 且 以 后 他 也 没有 在 拉 姆 塞 理 论 
这 一 领域 发 表 其 他 研究 成 果 , 但 在 这 一 理论 的 发 展 史 上 至 少 有 
二 件 大 事 与 舒 尔 紧密 相关 . 

(iD 在 研究 数论 (中 有 关于 二 次 剩余 和 二 次 非 剩余 的 分 _ 
布 ) 问 题 时 , 舒 尔 在 1920 年 提出 了 一 个 猜想 ,这 个 猜想 在 1927 
年 被 荷兰 数学 家 范 德 瓦尔 登 (B.L. van der Waerden) 证 明 为 真 ， 
从 而 成 为 拉 姆 塞 理论 -一 也 是 数论 一 一 的 一 个 著名 经 典 定理 
《后 来 这 个 定理 称 作 范 德 瓦尔 登 定理 ) ,我 们 在 下 一 节 再 详细 讨 
论 这 个 定理 . 

(i) 和 舒 尔 指导 了 他 的 一 位 博士 生 拉 多 (R. Rado) 写 作 学 位 
论文 ,在 拉 多 的 1933 年 的 学 位 论文 以 及 随后 的 一 系列 更 进一步 
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的 研究 工作 中 , 拉 多 证 明了 一 个 深刻 的 定理 (后 来 被 称 作 拉 多 定 
理 ), 这 个 定 至 既是 舒 尔 定理 ,又 是 范 德 孔 尔 登 定理 的 非常 深刻 
的 推广 , 它 也 是 拉 姆 塞 理论 的 经 典 定理 之 一 . 我 们 在 $ 2. 5 节 来 
讨论 拉 多 定理 ， 

这 里 要 介绍 的 是 和 舒 尔 定 理 的 形式 上 很 相像 的 一 种 深刻 排 
广 , 为 叙述 简明 ,同时 也 为 了 更 突出 舒 尔 定理 的 定性 方面 , 先 给 
出 舒 尔 定理 的 无 限 形式 ， 


舒 尔 定理 (无 限 形式 ) 对 任 一 给 定 的 上 EN 以 及 六 的 任 一 
天 染色, 一定 有 同色 的 zx,y,zEN 满足 zx 十 ?一 z. 

证 明 这 匙 舒 尔 定理 的 有 限 形式 的 直接 推论 . 0 

下 面 的 这 个 推广 结果 是 60 年 代 后 至 少 三 位 数学 家 各 自 独 
立地 发 现 的 ,为 纪念 其 中 已 不 幸 天 亡 而 又 对 拉 姆 塞 理论 作出 杰 
出 贡献 的 一 位 数学 家 福 克 显 (J. Folkman,1938 一 1969) ,我 们 遵 
从 很 多 文献 的 说 法 ,把 这 一 结果 称 作 福 克 总 定理 - 


移 克 机 定理 ”对 任意 给 定 的 上 ,mnEN 以 及 NN 的 任 一 刀 染 
色 ,N 中 一 定 有 ” 元 子 集 4 ,使 得 4 中 任意 多 个 不 同 的 数 的 和 
都 同色 . (更 详细 地 说 ,对 4 的 每 个 非 空子 集 X; 记 和 中 各 数 之 
和 为 ma(X), 则 所 有 z(X) 都 同色 . ) 0 

注意 当 * 一 2 时 ,存在 2 元 子 集 4 二 {7,y} 使 得 z,y,z 十 > 
同色 就 得 到 舒 尔 定理 ( 因 这 里 的 +,y,z 十 y 是 3 个 不 同 的 数 ,所 
以 结论 还 比 舒 尔 定理 稍 强 一 些 ) 

后 来 发 现 上 述 福 克 曼 定理 实际 上 可 以 从 拉 多 定 殖 推导 出 来 
《这 个 推导 并 不 简单 ) ,但 福 克 又 定理 仍 有 其 价值 . 其 中 之 一 是 福 
克 盟 定理 的 表述 方式 促使 人 们 作 进 一 步 的 探索 ,最 著名 的 一 个 
深刻 推广 是 欣 德 最 (N. Hindman) 在 1974 年 证 明 的 下 述 结果 . 
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砍 德 曼 定理 ”对 AN 的 任 一 有 限 染 色 ,N 中 一 定 有 无 限 子 集 
4 ,使 得 4 中 任意 有 限 多 个 不 同 数 之 和 都 同色 . 0 

欣 德 曼 定理 是 福 克 曼 定理 在 更 深层 次 上 的 推广 . 一 般 说 来 ， 
证 明 一 定 存在 具有 某 些 性 质 的 无 限 子 集 和 证 明 一 定 存在 有 限 子 
集 有 本 质 性 不 同 . 欣 德 曼 定理 不 能 共 别 的 存在 有 限 子 集 的 结论 
导出 ,证 明 它 需 要 新 方法 . 当然 , 它 也 成 为 进一步 研究 的 新 源头 . 

最 后 再 对 福 克 曼 定理 讲 一 个 没有 解决 的 猜想 , 首先 很 容易 
证 明 ,如 果 在 福 克 曼 定理 中 把 结论 中 的 “和 "” 改 成 * 积 ”, 则 定理 仍 
成 立 , 具 体 地 说 ,有 下 述 结论 ， 

定理 ( 福 克 受 定理 的 乘积 形式 ) ”对 任意 给 定 的 k,nEN 以 
及 六 的 任 一 万 染色 ,RN 中 一 定 有 #* 元 子 集 4' ,使 得 4' 中 任意 
多 个 不 同 的 数 的 积 都 同色 . 

证 明 对 *EAN 记 bo 一 2, 则 显然 9 是 六 到 六 一 (2 +n 
EN} 上 的 一 一 对 应 : 

N—SrN'CN 

设 了 是 A 一 一 设想 是 上 式 中 最 右边 的 那个 N 一 一 的 大 染色 , 则 
下 自然 给 出 了 NN 的 子 集 六 的 染色 ,而 后 者 通过 9 确定 了 
NN 一 一 设想 是 最 左边 的 那个 N 一 的 一 个 二 染色 gg (x) 一 
了 (90(n))==f(2"). 对 NN 及 N 的 -染色 g, 按 柱 克 曼 定 理 有 有 元 
子 集 4 使 得 4 中 任意 多 个 不 同 的 数 的 和 在 g 下 同色 , 令 4' = 
{2 :mnE4}, 则 4' 中 任意 多 个 不 同 的 数 的 积 在 了 下 同色 口 

能 不 能 同时 顾及 “和 ”与 “ 积 ” 呢 ?三 位 拉 姆 塞 理 沦 的 权威 学 
者 格雷 厄 姆 ,罗斯 切 特 (B.L. Rothschild) 和 斯 彭 塞 认为 行 ,但 未 
能 给 予 证 明 , 他 们 三 位 在 1980 年 联名 出 版 的 专著 《 拉 姆 塞 理 论 》 
一 书 中 对 此 提出 下 述 猜 想 ， 

狂想 ”对 任意 给 定 的 t,zER 以 及 NN 的 任 一 染色 ,入 中 
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一 定 有 % 元 子 集 8, 使 得 互 中 任意 多 个 不 同 的 数 的 和 以 及 积 都 
同色 ， 

这 个 狂想 极 难 回答 .即使 当 n=2 时 也 未 能 证 明 它 是 否 为 
真 ,这 时 的 猜想 可 以 写成 : - 

猜 起 ”对 任意 给 定 的 以 及 太 的 任 一 & 染 色 ,一 定 存在 <， 
yEN,z 关 y ,使 得 Ty;z 十 y 和 zy 同色. 


§2.3 范 德 瓦尔 登 定理 


土 一 节 的 {C)(i? 中 说 到 的 舒 尔 在 1920 年 提出 的 猜想 是 这 
样 的 : 
“如 果 把 正 整 数 集 任 意 分 拆 成 二 部 分 ,那么 对 于 任意 给 定 的 
一 个 正 整 数 1, 二 部 分 中 必 有 一 部 分 含有 /项 等 差 数 列 .” 
1926 年 ,当时 在 德国 汉 伐 大 学 的 范 德 现 尔 登 从 哥 丁 根 大 学 
的 一 位 荷兰 学 生 包 特 (Baudet) 那 里 得 知 了 这 个 猜想 ,并 最 终 完 
全 证 明了 这 个 猪 想 成 立 , 范 德 瓦尔 登 本 人 在 1971 年 写 了 一 篇 文 
章 , 题 目 叫 “ 包 特 猪 想 的 证 明 是 怎样 找到 的 ”,( 刊 于 祝贺 拉 多 65 
岁 的 文集 4 纯 数 学 研究 (Studies in Pure Mathematics)》, 这 篇 论 
文 被 认为 是 关于 数学 发 现 的 心理 学 的 重要 文献 , 它 已 由 降 郴 顾 
教授 编译 后 刊登 在 《曲阜 师 院 学 报 )1983 年 第 3 期 ). 文章 一 开 
始 这 样 描述 了 当时 的 情景 : 
“1926 年 的 一 天 ,在 我 同 阿 丁 (E.Artin) 和 许 莱 尔 
(QO. Schreier) 一 起 吃 午饭 的 时 候 ,我 告诉 了 他 们 荷兰 数学 家 包 
特 的 猜想 ( 即 舒 尔 的 猜想 , 范 氏 一 直 称 它 为 包 特 猜想 ). 
午饭 后 ,我 们 走 进 阿 丁 在 汉堡 大 学 数学 系 的 办 公 室 ,并 且 试 
着 去 找 一 个 证 明 . 我 们 在 黑板 上 画 了 几 个 图 . 这 时 候 , 有 突然 办 
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入 和 脑 中 的 想法 . 这 类 新 想法 曾 多 次 给 讨论 以 新 转机 ,而 其 中 一 个 
想法 最 终 导致 了 问题 的 解决 . 

想法 之 一 ( 范 德 瓦 尔 登 把 它 归功 于 许 莱 尔 ) 是 ;可 以 把 无 根 
集 N 改 成 有 限 集 LV], 这 里 NN 是 与 /有关 的 一 个 充分 大 的 正 整 
数 ; 另 一 个 想法 ( 范 德 丽 尔 登 把 它 归功 于 阿 丁 ) 是 :“ 分 拆 成 2 部 
分 ?可 以 改 成 “分 拆 成 上 部 分 ”, 这 里 大 是 任意 给 定 的 一 个 正 整 
数 , 而 范 德 现 尔 登 则 最 终 完 全 证 明了 后 来 以 他 命名 的 下 述 定理 ， 


范 德 瓦 尔 登 定理 ”对 任意 给 定 的 1,kEN, 存 在 WW(， 
) EN ,使 得 把 CW 了] 任意 分 拆 成 部 分 后 ,其 中 必 有 一 部 分 含有 
1 项 等 差 数 列 

asatd, sat (i—1)d. 

范 德 殉 尔 登 在 与 阿 丁 和 许 莱 尔 一 同 研究 这 个 猜想 之 前 就 已 
经 注意 到 ,7 一 2 是 平凡 情形 ,因为 显然 可 取 史 (2,2) 一 3, 而 县 对 
任 一 大 也 有 WW(2,8) 一 十 1 一 一 抽 展 原理 ! 对 于 ! 一 3 人 一 2) ,他 
也 通过 穷 举 知道 可 取 印 (3,2) 一 9, 因为 {1,2,…1,8} 可 以 用 岂 种 
方法 分 拆 成 2 部 分 ,使 得 每 一 部 分 中 都 不 含有 3 项 等 数列 , 例如 

[8]={1,2,5,6}U {3,4,7,8} 

就 是 这 种 2- 分 拆 , 但 不 管 把 9 加 进 哪 一 部 分 ,都 会 产生 3 项 等 差 
数列 ! 注意 这 时 范 德 巨 尔 登 所 考虑 的 还 是 原始 的 猜想 ,但 却 已 
发 现 可 能 把 无 限 集 N 改 成 有 根 数 稚 CN] 了 . 当然 ,这 种 通过 穷 
举 所 有 可 能 情况 而 得 到 Ww(3,2) 二 9 的 证 明 无 法 进一步 推广 . 在 
他 们 三 人 讨论 的 过 程 中 , 范 德 瓦尔 登 重新 考察 了 这 个 [二 3,k 二 
2 的 简单 情形 ,给 出 了 另 一 个 看 上 去 比 穷 举 复杂 ,但 却 有 可 能 进 
一 步 推广 的 证 明 . 这 时 可 取 煞 (3,2) 二 325, 论 证 如 下 : 

车 正 整数 已 分 成 二 部 分 , 则 3 个 相继 整数 中 必 有 2 个 属于 
同一 部 分 ;而 以 这 2 个 属 同 一 部 分 的 数 为 前 2 项 的 等 差 数 列 的 
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第 3 项 虽然 未 必 属 于 同一 部 分 ,但 一 定 在 由 这 3 个 相继 整数 再 
后 接 2 个 共 5 个 相继 整数 组 成 的 块 中. 如 果 第 3 项 属 同一 部 分 ， 
由 已 得 3 项 等 差 数列 , 歼 可 设 它 属 另 一 部 分 . 因为 这 种 5 数 块 共 
有 2 一 32 种 不 同 的 2- 分 拆 , 所 以 在 33 个 5 数 块 中 必 有 2 块 的 
分 拆 同 型 ~ 一 即 它们 的 2- 分 拆 所 产生 的 2 部 分 分 别 由 排列 在 
园 样 位 置 上 的 数组 成 . 在 前 33 块 中 找到 这 样 2 块 后 再 往 后 取 这 
样 的 第 3 块 : 它 到 离 第 2 块 与 第 2 块 离 第 一 块 一 样 远 . 则 在 这 3 
个 5 数 块 所 含 的 15 个 数 中 一 定 有 3 项 等 差 数列 . 下 面 用 具体 数 
字 来 说 明 ， 

先 把 [325] 等 分 成 65 块 ,再 把 这 些 块 依次 记 成 B, 一 [1,5]， 
Bs 二 [6,10],… ,Bs 一 [321,325]. [325] 的 一 个 2- 染 色 自然 在 每 
个 B, 上 产生 一 个 2 染色 ,而 且 在 2 十 1 一 33 块 B,B:,…，,Bs 中 
必 有 2 块 ,比方 说 B={51,52,53,54,55} 和 Bos 一 {126,127， 
128,129,130}, 的 2- 染色 同 型 . 再 看 Bi 的 前 3 个 数 ,它们 中 至 
少 有 2 个 同色 ,比方 说 第 一 和 第 三 个 数 51 和 53 同色 (我 们 用 O 〇 
和 力 家 示 二 种 色 , 设 51 和 53 同 为 者 ). 若 55 也 是 坊 , 则 已 得 等 
差 数列 51,53,55, 故 设 55 是 〇 , 因 Bss 有 同型 的 2- 染色 , 故 126， 
128 是 匾 ,130 是 〇 .再 考察 第 3 块 Bs 的 最 后 一 个 数 205. 如 果 
205 是 〇 ,网 有 同色 之 等 差 数列 55,130,205; 如 果 205 是 戎 , 则 
有 同色 之 等 差 数 列 51,128 ,205( 图 2 一 22. 


‘51 52 58 54 55 126 127 128 129 130 201 202 203 204 205 
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图 2 一 2 
范 德 巨 尔 登 在 1971 年 的 回忆 文章 中 写 道 :“ 在 对 * 一 2 和/ 
二 3 这 个 特殊 情形 找到 了 证 明之 后 ,我 把 它 向 阿 丁 和 许 莱 尔 作 
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了 解释 . 我 感到 同样 的 证 法 必定 能 用 来 证 一 般 情 形 , 他 们 不 相 
信 , 于 是 我 就 进而 去 证 下 一 步 *=3,1 二 3 的 情形 . ”我 们 在 这 里 
不 具体 讲 下 去 了 ,因为 这 时 要 用 到 不 少 记号 和 相当 大 的 数量 
一 一 W(3,3) 将 取 成 这 样 大 的 数 ?C2，37 十 1) 《2。379"*+D 十 
]), 尽 管 证 明 的 思想 是 和 前 面 一 样 明确 . 猜想 的 最 终 证 明 是 对 / 
进行 归纳 :因为 对 于 1 二 2 和 所 有 的 上 数 殉 (2,) 存 在 ,假设 当 
之 2 时 对 一 1 和 所 有 的 上 数 WC 一 1,8) 存 在 ,再 证 明 对 ! 及 任 
一 给 定 的 数 W(L,&) 看 在 ,但 要 具体 写 出 定理 的 证 明 仍然 非 党 
繁 , 拉 多 在 1971 年 回忆 四 十 多 年 前 他 作为 柏林 大 学 的 研究 生 但 
还 没有 选 定 研究 方向 时 这 样 写 道 :“ 有 一 天 我 参加 了 由 一 群 杰出 
的 数学 家 主持 的 讨论 班 , 那 次 是 一 位 研究 生 讲 范 德 瓦尔 登 定理 . 
对 我 来 说 这 个 定理 听 上 去 难以 置信 ,其 证 明 也 颇 成 问题 , 我 决心 
打破 沙锅 问 到 底 , 要 彻底 弄 明 白 这 个 定理 是 否 真 的 成 立 . 经 过 仔 
细 研 究 后 ,我 不 得 不 承认 定理 为 真 ,证 明 也 严格 成 立 ,这 成 为 我 
搞 数 学 的 起 点 ,而 且 从 此 终身 不 渝 . "这 里 不 写 册 定理 的 原始 证 
明 的 另 一 个 原因 是 ,在 范 德 瓦尔 登 的 证 明 在 1927 年 发 表 后 ,不 
少数 学 家 给 出 了 这 个 定理 (或 它 的 推广 ) 的 新 证 明 . 其 中 有 的 证 
级 很 简短 ,例如 ,格雷 龙 姆 和 罗斯 切 特 在 1974 年 发 表 的 一 个 证 
明 不 到 二 页 ( 见 Proc. Amer. Math. Soc. 24(1974),385 一 386)。 
他 们 在 高 度 概括 了 范 德 巨 尔 登 的 原始 证 明 的 精神 实 中 后 ,非常 
精炼 地 证 明了 一 个 比 范 德 瓦 尔 登 定 理 更 强 些 的 结论 . 他 们 的 证 
明 为 时 下 各 种 著作 所 采用 ,我 们 在 下 一 节 具 体 给 出 这 个 证 明 . 

范 德 瓦 尔 登 定理 是 拉 姆 塞 理论 的 发 展 的 一 大 源泉 , 它 至 少 
在 下 述 三 个 方向 上 大 大 地 促进 了 ,而 且 继 续 促 进 着 理论 的 发 展 
和 深入 , 现 分 别 作 简略 的 介绍 . 

(A) 范 德 瓦尔 登 数 

和 前 面 几 个 经 典 定理 一 样 ,我 们 把 范 德 瓦尔 登 定 理 中 断言 
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其 必 存 在 的 数 克 (如 的 最 小 值 叫做 范 德 瓦 尔 登 数 , 仍 记 作 
厂 G 思 ,特别 地 , 记 殉 (一 多 (2). 可 以 预料 ,对 函数 W 的 定 
量 研究 将 会 非常 困难 . 

首先 会 想到 WGQ,k) 的 精确 值 . 前 面 已 经 说 过 ,1 二 2 时 ， 
W(2,&) 二 十 1 是 平凡 结果 ;另外 可 以 用 穷 举 法 证 得 W(3,2) 二 
9. 除 此 之 外 ,借助 于 计算 机 搜索 还 求 出 了 4 个 值 , 下 表 列 出 了 至 
今 已 确定 的 所 有 非 平 凡 的 WC2,&) 值 ; 


WOU,k): 


实际 上 六 十 多 年 来 人 们 对 范 德 瓦尔 登 数 最 有 兴趣 的 不 是 求 
得 其 精确 值 一 这 似乎 超过 了 人 们 现 有 的 能 力 ,而 是 希望 对 它 
有 较 好 的 估计 ,特别 是 想得到 比较 “适度 ”的 上 界 . 下 面 就 来 概述 
一 下 在 这 方面 的 历史 发 展 ,而 对 这 个 问题 的 研究 正方 兴 未 艾 . 
记 W(D==WU,2). 使 用 * 非 构造 性 方法 ”可 得 到 下 界 
WD> 六 一 二， 
当 是 素数 时 ,通过 具体 构造 可 得 更 好 的 下 界 
WatD>L 2. 
但 这 些 下 界 与 目前 人 们 所 得 到 的 多 (人 的 土 界 有 天 壤 之 别 , 事实 
上 所 得 的 上 界 如 此 之 大 一 一 更 确切 地 说 ,W (1) 的 已 知 上 界 作为 
的 函数 其 递增 速度 是 如 此 之 快 ,以 致 必须 用 被 称 为 阿 克 曼 居 
次 (Ackerman hierarchy) 的 一 系列 专门 的 函数 才能 表示 它 . 第 
m 是 次 的 阿 克 曼 函 数 记 为 4。(m 之 1) , 它 定义 在 正 整 数 集 上 . 
第 1 层 函 数 41(n) 二 2n, 是 “< 加倍 函数 ”第 2 居 函 数 4:(z) 
二 ,是 递增 很 快 的 指数 函数 . 4, 可 以 用 A 来 描述 :As(n) 等 于 
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4 在 自 变量 1 处 重复 作用 ”次 ,例如 4:(3) 一 4(4 (4 (1))) 
=2 "2。2 一 2. 所 以 也 可 以 递 推 地 定义 As(1) 一 41(1) 一 2， 
4:(na) 一 Ai(4sCn 一 1)) (n>1). 同样 我 们 用 4, 来 定义 4,: A 
(==4:(1) 一 2,A,(n) 等 于 4。 在 自 变 量 1 处 重复 作用 nn 次 ;或 
者 递 推 地 定义 A,(n) = 二 A2(43(n 一 1)) (n>>1). 例如 
A3C2)=AsCAD) = 43) = A A 2)) =27, 

一 般 地 ,不 难看 出 有 4sCn) 一 As(As(x 一 1))=2%” 0, 因此 

可 以 写成 下 面 这 种 2 的 “x 层 增 宕 ”的 形式 : 

As00) 一 27 ( 共 个 27 
所 以 第 3 层 函 数 As 也 称 为 2 的 “ 塔 守 函数 ”, 其 递增 速度 异常 之 
快 ， 

As(3)=2* =16, A,(4)=2!=65536, As(5)=2,... 
4,(5) 已 经 非常 大 了 ,要 把 它 写 成 十 进位 整数 的 话 将 近 20 万 
位 . 

4: 比 起 4, 来 又 微不足道 了 . 第 4 层 函 数 是 这 样 定义 的 : 
AD) 一 4 一 2， 和 (0) 二 4sC44(n 一 1)) (x>1D). 所 以 

Ai(2)=As(A1(1))=A,(2)=2=4, 

44(3) 一 4:(44(2)) 一 4:(4) 一 2 一 65536， 

44(4) 一 4(44(3)) 一 2 的 65536 层 塔 宪 ， 
数 A1(4) 已 经 大 得 难以 置信 . 格雷 厄 姆 和 斯 彭 塞 是 这 样 形容 数 
44(4) 的 :即使 一 个 数 大 得 必须 用 世界 上 所 有 书 的 全 部 篇 幅 再 
加 上 所 有 计算 机 的 全 部 在 储 能 力 才能 把 它 容 纳 进去 ,这 个 数 同 
4.(4) 相 比 仍 然 小 得 微不足道 . ”斯 豆 塞 建议 把 函数 4, 蔬 做 
“WOW 函数 *(WOW 是 表示 惊叹 的 一 个 口语 感叹 词 ,可 勉强 译 
成 “ 哇 !1”). 

一 般 地 ,从 第 上 层 函 数 4 可 以 定义 第 十 1 层 函数 his 
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A (DD=A)=2, hnln)=Ad nt) n>D). 人 As 
到 4 函数 的 递增 速度 又 上 了 一 层 . 但 不 管 怎么 说 ,对 一 个 固 
定 的 正 整 数 m 来 说 ,A (n) 作 为 的 函数 还 是 限于 第 m 个 层 
次 ,其 递增 速度 仍 有 所 约束 , 下 面 定义 的 画 数 4 将 突破 任何 固 
定 的 层次 ,或 者 说 它 凌驾 于 任 一 层次 之 上 :定义 A(n)=A.(n)， 
最 A(1)=A1(1)=2, A(2)=A:(2)=4, A(3)=A,(3)=16, 
4(4) 一 44(4)，… 把 函数 4 叫做 Ackerman 函数 

从 范 德 殉 尔 登 在 1927 年 首先 证 明 以 他 命名 的 这 个 定理 以 
来 ,60 年 间 又 找到 了 不 少 新 的 证 明 . 但 所 有 证 明 对 量 攀 () 的 估 
计 都 必须 相当 于 4(2. 也 就 是 说 ,只 有 把 从 1 到 4() 这 样 大 的 
每 个 整数 任意 分 拆 成 两 部 分 后 ,才能 保证 其 中 必定 有 一 部 分 含 
有 7 项 等 差 数 列 1 

范 德 巨 尔 登 定理 表述 之 简单 与 相应 的 数 WC 的 如 此 庞大 
的 上 界 形成 极 大 的 反差 . 数学 家 当然 不 会 对 这 种 现象 安之 若 素 ， 
但 试图 改变 状况 的 努力 均 告 失败 . 

终于 在 1987 年 ,以 色 列 数学 家 谢 拉 (S. Shelah) 取 得 了 重大 
突破 . 他 在 题 为 “关于 范 德 瓦尔 登 数 的 原始 递归 的 上 界 ”( 刊 于 
]. of the Amer, Math. Soc, 1(1988) ,683 一 697) 的 论文 中 证 明了 

WD 所 2 的 210 一 1) 层 塔 宪 . 
根据 前 面 的 定义 不 难 证 明 
2 的 2W (一 1) 层 塔 赛 一 4:(217 4 一 ?< 一 AD 
从 而 可 知 WCD) 的 上 界 不 超过 第 4 层 函 数 4400). 4s) 与 AC) 
一 由 (0 相 比 当然 已 经 根本 性 地 减 小 . 但 数学 家 并 不 就 此 满足 ， 
数学 家 们 很 自然 地 追问 : 谢 拉 所 得 的 上 界 是 不 是 真正 反映 了 
妈 ( 人 的 量 级 ? 注意 到 W(D) 的 已 有 下 界 属 第 2 层次 ,而 谢 拉 的 上 
界 属 第 4 层次 的 ,问题 就 更 富 于 挑战 性 . 实际 上 早 在 1983 年 , 格 
雷 厄 姆 就 在 世界 数学 家 大 会 上 提出 了 下 述 猜 想 ; 
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WDSA1U)(=2 的 1 层 堪 才 ). 

格雷 厄 姆 此 后 一 再 重 提 这 个 猜想 ,并 县 赏 1000 美元 征求 对 这 个 
猜想 的 证 明 或 否定 . 

对 范 德 瓦 尔 登 定 理 中 涉及 的 数 , 也 就 是 范 德 甩 尔 登 数 的 界 
的 研究 正方 兴 未 艾 , 十 分 引 人 注 目 . 

(B) 数列 密度 与 等 整数 列 

范 德 瓦 尔 登 定理 断言 ,把 N 任意 分 拆 成 有 限 部 分 后 ,其 中 
必 有 一 部 分 合 任 一 给 定 项 数 的 等 差 数 列 . 定理 并 没有 进一步 研 
究 到 底 是 哪 一 部 分 具有 这 种 性 质 . 这 个 问题 的 一 种 一 般 提 法 是 ; 
对 六 的 (无 限 ) 子 集 了 来 说 ,什么 条 件 能 保证 中 含有 任 一 给 
定 项 数 的 等 差 数列 ? 爱 尔 多 思 和 另 一 位 匈牙利 著名 数学 家 托 兰 
《P. Turdn) 对 此 在 1936 年 提出 这 样 的 猜想 ， 

“如 果 碎 的 子 集 工 有 正 的 “上 密度 ’ ,也 就 是 说 ,如 果 有 正 的 
上 极限 


alo 


则 了 工 含有 任 一 给 定 项 数 / 的 等 差 数列 .” 

不 难 证 明 范 德 瓦尔 登 定理 是 这 个 猜想 一 一 如 果 它 成 立 的 话 
一 一 的 简单 推论 . 罗斯 (K.F. Roth) 在 1952 年 证 明了 这 个 猜想 
当 41=3 时 成 立 . 匈牙利 (当时 的 ?青年 数学 家 塞 梅 雷 迪 
(E. Szemerédi) 在 1969 年 证 明了 一 4 时 猜想 也 成 立 , 以 后 他 再 
接 再 励 , 在 1974 年 完全 证 明了 这 个 猜想 成 立 . 他 的 这 个 工作 被 
誉 为 组 合 论证 的 一 大 杰作 , 爱 尔 多 思 认 为 塞 梅 雷 迪 应 授予 菲 尔 
获奖 , 爱 尔 多 思 本 人 给 予 1000 美元 的 奖金 一 一 这 是 他 曾 付出 过 
的 最 高 奖 额 , 也 是 他 提出 的 为 数 颇 多 的 悬赏 难题 的 第 二 高 奖 额 . 
最 高 奖 额 为 3000 美元 的 问题 是 比 上 述 爱 尔 多 思 一 托 兰 猜想 更 
强 的 一 个 猜想 : 

。53。 


“如 果 N 的 子 集 了 具有 性 质 
1_w, 
atT @ 


则 了 含有 任 一 给 定 项 数 Z 的 等 其 数列 - ” 

这 一 小 段 所 说 的 研究 在 性 质 上 更 接近 于 数论 , 本 来 范 德 瓦 
尔 登 定理 也 可 以 看 成 是 一 个 数论 结果 一 一 苏联 著名 数学 家 辛 钦 
(A, 史 ,quan 在 1952 年 出 版 了 一 本 题 为 4 数论 的 三 里 明珠 》 
的 书 , 范 德 筷 尔 登 定理 就 是 其 中 的 一 显明 珠 . 上 述 猜想 更 具 数论 
意 昧 ,这 一 点 从 这 个 猜想 (假如 它 成 立 的 话 ) 能 推出 的 一 个 结论 
可 以 清楚 地 看 到 :在 索 数 集中 含有 任 一 给 定 项 数 的 等 差 数列 ， 

〈C) 哈 尔 斯 一 朱 捷 特定 理 及 其 它 发 展 

范 德 瓦 尔 登 定理 在 定性 方面 的 第 一 个 主要 的 深化 是 险 尔 斯 
和 朱 厄 特 (A.W. Hales and R.T. Jewitt) 在 1963 年 发 表 的 一 个 
定理 .在 8 2.2 最 后 提 到 的 专著 4 拉 姆 塞 理论 } 一 书 中 是 这 禅 高 
上 度 评价 这 个 定理 的 : 

“在 本 质 上 , 范 德 瓦尔 登 定 理 当 看 成 是 关于 有 限 集中 的 有 限 
序列 (而 不 仅 是 关于 整数 ) 的 一 个 定理 . 险 尔 斯 一 朱 让 特定 理会 
弃 了 范 德 瑟 尔 登 定理 的 非 本 质 因素 并 揭示 出 它 的 拉 姆 塞 理 论 的 
本 质 .这 个 定理 是 可 由 此 导出 很 多 结果 的 一 个 中 心 , 也 是 很 多 更 
深入 的 工作 的 基石 . 假如 没有 这 个 结果 , ' 拉 姆 塞 理论 ;应 该 更 恰 
当地 叫做 一些 拉 姆 塞 类 型 的 定理 ”.” 

下 面 来 叙述 这 个 定理 , 设 4 是 给 定 的 1 元 集 ,对 EN, 定 义 
EA) 称 为 A 上 的 x 维 (组 合 》 
方 体 ; 它 的 每 个 元 (z1,… ,zr) 称 为 4 的 一 个 顶点 ,其 中 xz; 称 为 
这 个 顶点 的 第 i 个 坐标 . 再 定义 如 下 所 述 的 + 顶点 组 为 和 的 
一 条 (组 合 ) 线 ;[n] 有 一 个 非 空子 集 了 工 中 所 有 点 的 第 i 个 坐标 
当 i&T 时 都 等 于 常 值 wj 中 每 个 点 的 下 标 属于 7 的 坐标 彼此 
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相等 ,用 符号 可 记 成 
L= {rr TI)E A :i,jETH, z=7, 
i 了 时 ,zx 二 a.} 
不 难 算出 4" 中 共有 (2 十 1)" 一 rr 条 线 .图 2 一 3 画 出 了 4 一 
[5] 时 各 ,以 及 4=[2] 时 和 4 的 线 ，,, 


回 2 一 3 
哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 ” 对 任意 给 定 的 t,kEN, 有 五 = 
五 (4,k)EN, 使 得 对 任 一 :元 集 有 4 以 及 A 的 任 一 大 染色 ,A” 
中 必 有 各 点 同色 的 线 . | 
现在 来 说 明 范 德 丽 尔 登 定理 是 这 个 定理 的 直接 推论 . 
对 任意 给 定 的 志 &E RN, 在 哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 中 取 t=， 
4= [0 一 1]. 则 有 五 一 再 (7, 妈 . 再 令 允 一 台风 说 明 对 [ 友 ] 的 
任 一 天 染色 , 必 有 单 色 的 ! 项 等 差 数 列 . 因 任 一 整数 =E [WJ 可 
以 写成 1 进位 形式 
z=zot rdt zd ry!, 
ZosTis THE LO —1]. 
从 而 zz 可 以 用 (zoszi，…,zxw-1) EA? 来 表示 . LW] 的 一 个 关 染 
色 产 生 一 个 4” 的 天 染 色 .根据 哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 和 五 = 
《1,&) 的 定义 ,A” 中 有 各 点 同色 的 线 工 , 工 中 的 1 个 点 形 如 
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xx 0 xxx 0 X 0 XX) 


(xx 1 XxXxx 1 x 1 xXxXx) 
也 :1(XX 2 xXxx 2 x 2 xx) 
(XX UD Xxx UD x UD xx) 


易 知 这 7 个 已 元 数组 所 表示 的 整数 构成 等 差 级 数 ， 

哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 是 关于 组 合 结构 的 一 个 结论 ,与 范 德 
瓦尔 登 定 理 作为 一 个 整数 的 结论 不 同 ,而 且 后 者 实际 上 是 前 者 
的 一 个 简单 的 推论 . 这 是 对 险 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 作出 高 度 评价 
的 一 个 比较 表层 的 理由 . 更 深 一 层 的 理由 在 于 哈 尔 斯 一 朱 厄 特 
定理 是 一 系列 新 的 更 深刻 的 工作 的 出 发 点 . 在 这 些 更 深刻 的 工 
作 中 , 当 首 推 格雷 尼 姆 和 罗斯 切 特 在 1971 年 发 表 的 论文 “关于 
工 参 数 集 的 拉 姆 塞 定理 ” 二 位 作者 在 这 篇 重要 论文 中 引入 了 人 
参数 集 这 一 非常 一 般 的 组 合 结构 ,并 对 这 种 结构 证 明了 相应 的 
拉 姆 塞 型 的 定理 . 这 个 定理 以 很 多 已 知 的 结论 ,如 (经 典 的 ) 拉 姆 
塞 定理 , 哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 等 作为 其 特例 ,从 而 体现 了 各 定理 
的 共同 内 涵 . 正如 德国 数学 家 普 鲁 梅 尔 和 伏 格 特 (H. J. Pr6mel 
and B. Voigt) 在 即将 出 版 的 专著 《 拉 姆 塞 理论 的 车 干 问题 XAs- 
pects of Ramsey Theory,Springer Verlag,1991) 中 所 说 : 

“在 某 种 程度 上 ,格雷 尼 姆 一 罗斯 切 特定 理 ( 这 号 关于 参数 


参数 集 吓 一 个 相当 一 般 的 概念 ,孤立 地 给 出 形式 上 的 定义 
意思 不 大 ,这 里 不 继续 讨论 了 . 格雷 厄 姆 和 罗斯 切 特 的 这 篇 重要 
论文 发 表 在 Trans, Amer. Math. Soc. 159(1971) ,257 一 292. 值 
得 提 到 的 是 ,在 这 篇 论文 的 启示 下 ,格雷 尼 姆 , 李 勒 (K. Leeb) 和 
罗斯 切 特 在 1972 年 完全 解决 了 罗 塔 提出 的 一 个 猜想 :他 们 三 人 
证 明了 下 述 与 拉 姆 塞 定理 十 分 神似 的 定理 : 
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有 限 域 上 向 量 空间 的 扫 姆 密 定 理 。 对 任意 给 定 的 有 限 域 
以 及 数 1,r'6, 存 在 数 使得 对 了 上 的 ” 维 向 量 空间 Fr 的 所 有 
7 维 向 量子 空间 作 任 党 如 染色 后 ,Fr" 中 必 有 1 维 向 量子 空间 , 它 
的 所 有 维 向 量子 空间 同色 . 0 

这 个 定理 是 拉 姆 塞 理论 的 近代 发 展 史上 的 一 个 重要 成 果 . 
三 位 作者 困 这 项 工作 而 荣获 由 美国 工业 与 应 用 数学 学 会 颁发 的 
很 有 声望 的 波 利 亚 (Pelya) 奖 . 


3 2.4” 范 德 瓦 尔 登 定理 的 证 明 


本 节 给 出 前 面 已 提 到 的 格雷 厄 姆 各 罗斯 切 特 在 1974 年 发 
表 的 证 明 . 先 引 入 几 个 记号 和 概念 , 以 下 均 设 /mr 是 正 整 数 . 
记号 [0,LJ" 表示 所 有 形 如 Cz,zs，… ,zx,) 的 m 项 整数 列 的 
集 ,其 中 每 个 xz;E C00; 人 (二 1,2,… ,2m). 青 在 集 [0, 人 J" 中 定义 
十 1 个 子 集 , 并 把 每 个 子 集 叫做 集 [0,4J” 的 一 个 临界 类 :第 了 个 
临界 类 (Cj 二 0,1,…,m) 是 由 [0, 门 " 中 开始 了 个 数 x,，…,z 都 等 
于 太 随 后 闫 一 个 数 zit1，… ,za 都 小 于 1 的 所 有 《zx1,… ,za) 组 
成 .例如 当 1=3,m 二 2 时 的 3 个 临界 类 分 别 是 
{(0,0)，(0,1)，(0,2)，(1,0),(1,1》,(1,2)，(2,0)，(2， 
1),(2,2)}, 
{3,0) ,C3,1),《3,2)} 和 {C3,3)}. 
又 对 任意 的 才 当 m=1 时 有 2 个 临界 类 
{C0 ,6 1) 和 {CD}. 
记号 SCG,m) 表 未 下 述 命题 . 
S (s,m): 对 任意 给 定 的 1，m,kEN, 一 定 存在 具有 如 下 
性 质 的 正 整 数 N 一 NN (1,m,*): 对 [LN] 的 任意 给 定 的 二 染 
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色 玫 [NJ->[], 有 正 束 数 ad1sds，……,d。 使 得 co 二 1244<N， 


且 当 (ziwyzu) 属 于 [0,Z] 的 同一 临界 类 时 f{o 十 > md) 同 
亿 
值 . ， 
当 m==1 时 ,命题 SC,1) 正 是 范 德 巨 尔 登 定理 :因为 {(0)， 
《1),… ,0 一 1)} 是 00,lJ 的 一 个 临界 类 ,而 当 (zi) 属 于 这 个 临 
界 类 , 即 x1 二 0,1,… ,一 1 时 ,a 十 zd 构成 上 项 等 差 数 列 . 


格雷 厄 姆 和 罗斯 切 特 实际 上 证 明了 比 范 氏 定理 更 一 般 的 定 
理 : 


定理 2.4.1 SU,m) 对 所 有 iym 成 立 . 

证 明 因为 SC1,1) 显 然 成 立 (这 时 取 NC1,1,k)=& 十 1 即 
可 ), 再 通过 证 明 下 述 二 个 归纳 步骤 G) .(ii) 归纳 地 证 明定 理 成 
立 ， . 

(GD 如 果 SC,1) 和 SG) 成 立 , 则 SC 十 1) 成 立 ， 

因 SGCz) 和 53CG,1) 都 成 立 , 故 对 任 一 给 定 的 上 EN ,有 正 整 
数 N=NC,m, 冰 和 NN 一 NGs1,k&*). 现在 证 明 如 取 NG 十 
1, 妇 一 NN , 则 SU,m 十 1) 成 立 . 也 就 是 证 明 对 任 一 和 染色 下 ; 


mt 


ENN] 一 [A], 有 正 整 数 yd，…adovdor 使 得 < 二 124 
NN ,县 当 《zw…; zyXn+1) 属 于 [0,L 了 下 的 同一 临界 类 时 
f(at nd) 同 值 . 

把 CLNN'] 等 分 成 N' 个 入 数 段 J=[G 一 DNTL JN]G= 
1,…,N'). 利用 了 限制 在 每 个 N 数 段 1; 上 的 有 染色 可 按 下 述 
方法 定义 LN'] 的 一 个 如- 染色 户 :[N']->[& 了 (这 里 [8 六 表示 
所 有 形 如 (y,y.，… ,yw) 的 N 项 整数 列 的 集 , 其 中 每 个 mwE [&] 
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GCT) [共有 起 个 元 ,用 它们 代表 各 种 * 色 ”) :对 任 
一 jEL[N'], 定 义 
FOOD=AOG—DNTD,f ODNT2D) ,mf(N)) 
EL 
因 SQ) 成 立 , 且 N' 一 NCQ,1,&*), 故 对 EN'] 的 起 -染色 
户 , 有 正 整 数 a' 和 d' 使 得 a 十 id' 所 N', 且 有 
Pla)=f la td)=m=f lat Da)y (x) 
《* ) 式 相当 于 说 了 在 1 个 N 数 段 De,7eszy7e+a-oz 上 的 限 
制 第 此 (平移 ) 相 等 - 
现在 来 考察 14=[(a' 一 DJNTi'eN] 以 及 IJ 上 的 大 染色 
下 因 SQ,m) 成 立 , 而 且 N= 二 NG,m,&), 艇 有 下 整数 ad， 
do 使 得 


DN+1Sacatl Dd SaN 


且 当 (za,……zo) 属 于 [0 本 的 同一 临 界 类 时 f(a 十 zd) 同 
值 . 令 dy 一 Ad'N, 则 正 整 数 ed ,due 使 得 


ntl 


zz 十/ Bada N+ NENN! 
当 (zurszsvzutD 属 于 [ov+: 的 同一 临界 类 时 ,因为 (my ， 
志 ?属于 [9, 人 的 同一 临 办 类 , 故 /la+ > ad 同 什 , 而 且 o 二 


zd.E 1 再 根据 在 14,1oter…sJoro-ne 上 的 限制 彼此 
(平移 ) 相 等 ( 即 (* ) 式 ), 故 有 


fla + Bed }=/{ ot SadtaN) 
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一 …… 一 Fa 十 Satd -Da'N). 
ei 
ts 


上 式 说 明 f{o 二 如 zd) -7(a+ ad 十 zor 和 N) 同 值 .下 


， 面 是 说 明 最 后 一 步 论证 的 示意 图 . 
a nd 


1 NN ot Sa ot Sd ta A mr 
下 ll el aay 
一 
五 Ts a +d’ Trto-pd Tw 
f° i 了 dtd’ d+taipad'’ 
图 2 一 4 


Gi) 如 果 SCswa? 对 所 有 产 成立, 则 904 二 1,1)? 成 立 

对 所 给 定 的 有 ,只 要 取 NGC 二 1,1,8 一 NA) 即 合 于 所 
求 . 

设 了 [NG,&,8)]>[&j 是 任 一 染色 .根据 SG) 成 立 和 
数 NCh,&) 的 性 质 ,可 知 有 下 整数 4,41,…,di 使 得 a1 22d 
NOsk,k), 且 当 (z1，… ,zxi) 属 于 [0,1J 的 同一 痢 界 类 时 


lat Dad) 同 值 . 


。， 在 [0,]' 的 十 1 个 临界 类 中 各 取 一 个 代表 元 (0,0,…,0)， 
《4.05 ,0) ,20,0),… Cy,). 则 (由 抽 展 原理 ) 可 知 
有 整数 0<<x<<v<<&, 使 


at Dia) = fat Da). 
$ aat Da, d= ,4 则 由 前 面 的 结论 可 知 , 当 < 
E [0, 一 器 时 ,Fa 二 ad) = flat Dat 六 zj 同 值 ;而 


tl 
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又 有 ea) 一 87(a 十 邮 ). 所 以 当 半 和 [Fo 中 时 ,7e 二 mi) 同 
值 . 从 而 SG 二 1,17 成 立 ， 


从 (fii) 以 及 SC1,1) 成 立即 可 推 得 SG, 加) 对 所 有 正 整数 
4 都 成 立 ， 0 


$2.5 拉 多 定理 


拉 多 研究 了 这 样 的 问题 ,对 给 定 的 整数 系数 的 线性 齐 次 方 
程 组 多 一 经 (zzaeeza) 


Tao (i=1, mm) 
什么 情况 下 使 得 对 六 的 任 一 有 限 染色 ,方程 组 红 一 定 有 同色 
的 解 = ,zay…yz? 拉 多 把 具有 上 述 性 质 的 方程 组 经 叫做 正则 
的 . 他 给 出 了 方程 组 红 是 正则 的 充分 必要 条 件 而 彻底 解决 了 这 
个 问题 . 一 般 定 理 的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 在 这 一 节 只 给 出 拉 多 定 


理 的 特殊 情形 一 一 一 个 方程 -一 的 证 明 . 具体 地 说 ,我 们 要 证 明 
下 述 定理 . 


拉 多 定理 (一 个 方程 的 情形 ) 〈 非 零 ) 整 数 系数 方程 
aa 十 ca 十 十 Qnr 一 人 
是 正则 的 充分 必要 条 件 是 它 的 某 些 系数 之 和 等 于 零 . 
因为 舒 尔 定 殖 可 以 表述 成 “方程 
TI 十 Te 一 Z3 一 0 


是 正则 的 ”, 从 而 它 是 上 述 拉 多 定理 的 一 个 简单 特例 . 另 一 方面 ， 
方程 


Zi 十 zz 一 373 一 0 
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不 满足 拉 多 定理 的 条 件 , 所 以 它 不 是 正则 的 . 也 就 是 说 ,可 以 给 
出 叉 的 一 个 捅 染色, 使 得 不 存在 同色 的 mi yzs 和 zx 合 于 zz 十 
二 3zs. 在 证 明 拉 多 定理 中 的 必要 条 件 时 将 会 给 出 构 井 这 种 染色 
的 一 般 方法 . 下 面 先进 行 这 部 分 证 明 - 

素 件 必要 性 的 证 明 ” 设 任意 选取 的 若干 个 a 之 和 都 不 等 


二 零 ,我 们 来 给 出 N 的 一 个 有 限 染 色 , 使 得 方程 220 一 0 以 
下 简 记 为 2 没有 单 色 解 ， 
取 一 个 适当 大 的 素数 p, 则 任 一 mEN 可 以 唯一 地 写成 mm 

一 (pt 十 站 ,其 中 6, 是非 负 整 数 ,jE [p 一 1]. 定 义 叉 的 (p 一 
1)- 染 色 户 :N 一 [2 一 1 为 户 (m) 一 让 现 证 在 染色 fs 下 方程 2 
没有 单 色 解 . 假设 不 然 , 即 人 2! 有 j 色 解 ,x2*' > 不 妨 设 

Zipr(ptti) C=l,n), 

Bb bbb, 
其 中 :Efn]; 则 

ar = ap (pri)=0. 

从 而 可 得 

Palpr ti)=0mod 力 )， Daj= nod p) 
所 以 有 


Za=0 (mod p) 
如 果 在 一 开始 就 取 素 数 记 大 于 21a:l (例如 ,对 方程 mm 二 一 


zs 一 0 可取 p 一 5; 对 一 般 的 方程 9 总 可 以 取 之 1 十 Slal), 


则 由 上 式 可 得 
“62+ 


Doo, 
这 与 知 任意 个 a 之 和 者 不 等 二 零 开 质 . 必要 性 证 毕 


为 了 证 明 拉 多 定理 的 充分 性 部 分 , 先 证明 范 德 瓦 尔 登 定理 
的 一 种 强化 形式 .中 

范 逢 瓦尔 登 定 理 ( 强 化 形式 ) 对 任意 给 定 的 1,k,sEN, 存 
在 数 NN(1,&,s) ,使 得 把 LN]&- 染 色 后 , 必 有 a,dEN 使 4 十 
d,a 十 2d,… ,a 十 ld 和 sd 同色 ， 

证 明 ”对 用 归纳 法 证 明 . 当 &=1 时 ,只 要 取 a=4d=1， 
丹 二 max{l 十 1,s} 嗓 可 . 设 如 >1, 有 对 所 有 1,sEN 存在 数 和 (1, 
一 1,5). 现 证 可 取 N= 二 N Qh,s) 二 SWUNGE 一 1,s),&8), 这 里 
W(m,&) 是 范 德 巨 尔 登 效 数 . 

设 任意 给 定 CNJ 的 一 个 和 染色 f, 则 根据 函数 WCm,&) 的 
定义 ,在 [LN] 的 开始 一 段 CW UN (C8-1,s),)] 中 必 有 同色 一 一 
不 妨 说 是 红色 一 一 的 LN (1,k-1,s) 项 等 其 数列 {a 二 id' ;i 二 1,2， 
NC,k 一 1,3)} ,这 里 的 a,d' EN. 这 时 有 下 述 二 种 可 能 : 

(i》 有 一 个 jEL[NG,k 一 1,5)], 使 sd 是 红 的 , 这 时 如 取 
4 二 jd' 邯 使 得 a 十 d,4 十 24d,…,a 十 ld 和 sd 二 sd'j 都 是 红 的 . N 
二 NGC,s) 即 为 所 求 . 

(iD ”对 每 个 jE LN Ck 一 1,3)],sd'j 都 不 是 红 的 . 于 是 集 
sd' [NG 一 1,5)] 一 {sd'j: jELNQ,k 一 1,s)]) 在 染色 了 下 只 
轴 到 ( 除 红色 以 外 的 痰 一 1 种 色 . 而 对 集 sd'LNK,& 一 1,s)] 的 这 
个 以 一 1)- 染 色 显然 可 以 自然 地 产生 [N Ck-1,5)j] 的 一 个 一 
1)- 染 色 .根据 数 NCL,&k-1,s) 的 定义 ;有 4,DEN 使 得 4 十 D,4 


中 本 节 以 下 部 分 可 先 哎 过 不 读 ， 
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十 2D,…;A 十 1D 和 sD 同色 ,不 妨 说 都 是 蓝 色 .于 是 sd 《4 十 
DD ysa' (A 十 2D),… ,sd (4 十 iD) 和 sd' (CsD) 都 是 蓝 的 , 令 “一 
sd'A，, d=sd'D 即 合 于 晰 求 . 

所 以 如 果 NG 一 1,9 存 在 , 则 NGC 也 存在 ,完成 了 定 
理 的 归纳 法 证 明 . 0 

我 们 这 里 要 用 的 是 定理 的 下 述 推论 : 

推论 对 任意 给 定 的 1,sEN 以 及 六 的 任 一 有 限 染色 , 存 
在 asdEN 使 得 2G 十 D) 个 数 (a 十 id ;141 人 j 和 sd 同色 . 

证 明 对 名 十 1 和 sEN 以 及 丸 的 任 一 有 限 染色 ,根据 定 
理 , 必 有 a',d' EN 使 得 21 十 2 个 数 

a td' al +2d ,a 十 (31 二 14 和 sd 

同色 . 取 a=a' 十 G4 十 DZ,d' 一 d, 上 面 的 24 十 2 个 数 就 是 (a 十 
和 : TS) 和 sd. 0 


拉 多 定理 中 条 性 充 分 性 的 证 明 设 方程 经 ， 中 若干 系数 a， 
之 和 为 零 .不妨 设 前 m(>0) 个 系数 之 和 包 十 az 十 … 十 aa 一 0 如 
果 关 一 m, 则 zi 一 一 人 一 Zr 一 1 是 单 色 解 , 设 m<z, 记 
A=g.e.d. {farsan}: B=awtl "二 a 
s=A/g.c.d. (A'B}. 
(如果 B 一 0, 则 z 一 zs 二 一, 二 1 仍 是 单 色 解 , 故 可 设 B 天 0)， 
显然 有 整数 :使 得 
和 二 Bs=0 
并 进一步 还 有 整数 必 ，…, 使 
十 必 十 em 一 人 
这 时 我 们 已 经 求 得 方程 “2, 的 一 个 参数 形式 的 解 
athd, Ts 
sd Mm 二 1 


五 一 
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其 中 是 任 一 整数 ,4 是 任 一 正 整 数 .这 点 可 以 具体 验证 如 下 ， 
Da Daathd) rt DY asd 


a Datd Dartsd da 

=a* 0+d(At+Bs)=0 
现在 取 定 一 正 整数 ?>max{ 1 为 1,… ,| 加 1), 则 对 LsEN, 根 据 
上 述 推论 可 知 有 a,dEN 使 得 {a 十 Xd :|X| 中 和 sd 都 同色 .但 
由 2 的 选取 可 知 这 2C 十 1) 个 同色 的 数 中 一 定 含有 方程 2, 的 
一 个 解 . 日 

下 面 是 上 述 证 明 的 一 个 例 解 , 设 2 是 

十 3za 一 4za 十 总 十 zs 一 0 
刚 相应 的 数 分 别 是 mm 一 3，4 一 1,， 8 一 2，s=1，t 一 一 2 以 及 思 一 
2, 4 一 0, 洲 一 |. 方程 的 参数 形式 的 解 是 


Ti=at2d, r=a, Ty=atd, rs=d. 


拉 多 定理 的 一 般 情形 一 一 它 给 出 了 整数 系数 的 线性 齐 次 方 
程 组 (人 ) 是 正则 的 充分 必要 条 件 一 一 这 里 不 讨论 了 . 值得 重新 
提 到 的 是 ,从 它 可 以 直接 推导 出 荡 德 殉 尔 登 定 理 和 福 克 曙 定理 ， 
拉 多 定理 本 身 又 在 1973 年 得 到 杜 勃 尔 (W, Deuber) 的 进一步 推 
广 . 


8$2.6 几 种 统一 观点 


到 目前 为 止 ,我 们 已 经 讨论 过 不 少数 学 定理 , 面 且 也 了 解 到 
发 现 ~ 一 尤其 是 在 早期 一 一 这 些 经 典 定理 的 背景 很 不 一 样 : 拉 
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姆 塞 是 为 了 研究 逻辑 系统 的 判定 问题 , 舒 尔 想 要 解决 有 限 域 上 
的 费 尔 玛 问 题 , 范 德 瓦 尔 登 成 功 地 证 明了 一 个 非常 吸引 人 的 数 
论 猜 想 , 而 爱 尔 多 思 和 塞 克 尔 斯 则 是 想 发 现 -种 认 新 类 型 的 几 
何 定理 . 这 些 各 自 独 立 发 现 的 结果 有 什么 共同 特征 呢 ? 更 进 一 
层 , 源 出 于 这 些 经 典 定理 而 现在 已 被 确认 为 一 个 数学 分 支 的 “ 拉 
姆 塞 理论 ”又 有 什么 可 以 比较 明确 地 界 说 的 共同 本 性 呢 ? 在 对 一 
些 经 典 结 果 有 所 具体 了 解 之 后 ,我 们 在 这 一 节 将 结合 这 些 定理 
和 另外 一 些 结果 提出 几 种 统一 的 认识 , 下 面 按照 从 抽象 到 具体 ， 
或 者 说 ,从 广义 到 狭义 的 顺序 提出 三 种 认识 ,也 可 以 说 是 三 种 观 

(A)》 哲理 性 的 观点 . 

格雷 厄 姆 1983 年 8 月 在 华沙 举行 的 国际 数学 家 大 会 上 作 

. 题 为 “ 拉 姆 塞 理论 的 新 发 展 * 的 报告 时 一 开始 讲 了 这 样 一 段 话 : 

“数学 常常 被 称 为 关于 秩序 的 科学 . 根据 这 种 观点 , 拉 姆 塞 
理论 的 主导 精神 也 许可 以 用 英 效 金 的 一 句 格 谨 来 作 最 好 的 概 
括 : ‘不 可 能 有 完全 的 无 序 ”.” 

格雷 厄 姆 很 欣赏 上 面 的 那 一 多 格言 ,差不多 每 当 一 般 性 地 
谈论 拉 姆 塞 理论 时 就 会 引用 这 句 富 于 哲理 的 格言 . 著名 的 匈 牙 
利 组 合 数 学 家 洛 伐 慈 (L. Lovisz) 是 这 样 来 概述 拉 姆 塞 理 论 的 
精神 实质 的 ,他 的 说 法 比 上 述 格言 具体 些 ， 

“每 一 种 不 规则 ’ 的 结构 ,只 要 它 足够 大 ,就 将 会 含有 指定 
大 小 的 规则 ’ 子 结构 , ” 

拉 姆 塞 定理 ( 简 式 ) 本 身 是 体现 这 种 一 筑 性 观点 的 生 弄 例 
子 .用 图 论 来 表述 也 许 更 切合 上 述 提 法 :任意 一 个 点 数 足够 大 的 
图 中 ,一 定 含有 指定 点 数 9 的 子 图 C,G 的 结构 非常 “规则 ”一 一 
它 或 者 是 9 点 的 完全 图 KK,, 或 者 是 g 个 (两 两 互 不 关联 的 ) 点 组 
成 的 图 , 8 2. 1 的 爱 尔 多 思 一 塞 克 尔 斯 定理 也 是 体现 上 述 观 点 
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的 典型 例子 . 这 类 例子 很 多 ,其 中 有 些 实际 上 不 过 是 拉 姆 塞 定理 
的 推论 ,它们 当然 符合 洛 伐 效 的 上 述 观点 . 例如 ,关于 单调 子 数 
列 的 结论 就 是 这 种 例子 ， 
任 一 项 数 足够 多 的 实数 列 a1,04,…,a, 中 一 定 含有 1 项 单 
调子 数列 ,这 里 ! 是 任意 给 定 的 正 整 数 . 
这 个 结论 可 以 独立 证 明 ( 见 引子 的 命题 0.4 ,那里 还 给 出 
了 更 精确 的 定量 结论 一 一 只 要 取 x 守 (1 一 1)? 十 1 即 可 保证 结论 
成 立 ), 也 可 以 利用 拉 姆 塞 定理 得 到 ( 见 § 1,4 中 拉 姆 塞 定理 (无 
限 式 ) 的 推论 ,那里 的 证 明 稍 作 改动 就 能 用 于 这 里 的 有 限 数列 的 
情形 ,这 时 只 要 取 之 RC1,/D 即 可 保证 结论 成 立 . 但 我 们 这 里 只 
关心 结论 的 非 定 量 部 分 一 它 也 是 拉 姆 塞 理论 中 所 有 结论 的 根 
本 方面 . ) 下 面 再 举 一 个 性 质 相 仿 ,但 形式 不 同 的 例 . 
假设 由 编号 为 1,2,…,n 的 # 个 选手 举行 - -次 循环 赛 ,规定 
比赛 必须 分 出 胜 负 , 每 个 选手 都 要 和 其 他 一 1 个 选手 比赛 .为 
了 记录 总 共有 CCn，2) 一 十 *(n 一 二 次 比赛 的 全 部 结果 ,我 们 定 
义 这 样 一 个 有 向 图 了 ,, 称 作 个 点 的 竞赛 图 ; 先 给 出 x 个 点 1， 
2,…,n 的 完全 图 KK,, 然 后 对 如 的 每 条 边 {i, 让 定向 :如 果 i 胜 j， 
则 赋 以 方向 i-=j( 图 2 一 5 是 6 个 点 的 一 个 竞赛 图 ). 
我 们 要 说 的 结论 是 : 
对 任 一 给 定 的 正 整数 p, 存 在 数 
zo: 使 得 在 任意 一 个 有 之 个 点 的 
竞赛 图 T, 中 ,一 定 甩 个 点 ,其 编号 ， 
为 市 过 记忆 或 >i 
而 且 只 要 1<s<ce<z 就 有 >i 《也 
就 是 说 ,或 者 有 p 个 选手 ,其 中 编号 
小 的 都 胜 了 编号 大 的 ;或 者 有 pp 个 选 。  ” 国 2s 
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手 ,其 中 编号 大 的 都 胜 了 编号 小 的 . 在 图 2 一 5 所 示 的 了 中 ,一 
种 情况 都 发 生 了 :它们 是 1,5,6 和 4,3,1) 

上 述 结论 完全 符合 洛 伐 兹 的 说 法 :任意 一 次 循环 赛 ,其 结果 
当然 “不 规则 ”. 但 只 要 参赛 选手 足够 多 ,就 一 定 含有 指定 个 数 请 
的 个 选手 ,其 比赛 结果 非常 “规则 ”. 结论 所 断言 的 数 wm 的 存 
在 性 实际 上 可 以 当 作 拉 姆 塞 定理 简 式 的 一 个 相当 直接 的 推论 ， 
取 一 RR(p,) 即 可 .因为 可 以 根据 了, 来 规定 天。 的 边 的 一 种 
2 染色: 天. 中 的 一 条 边 人 ,让 < 染 成 红色 ,如 果 在 中 有 :六 
香 则 这 条 边 染 成 蓝 色 . 则 当 之 no 一 RCp, 户 ) 时 ,KK。 中 有 各 边 同 
色 的 天 , 如果 ;的 各 边 者 是 红色 , 则 把 它 的 记 个 点 按 其 编号 


的 从 小 到 大 次 序 记 契 记 ,fz1… ois 后 ,只 要 1<s<LSp 就 及 
志 如 果 Ks 的 各 边 都 是 蓝 色 , 则 把 它 的 个 点 按 其 编号 的 从 大 
刘 小 的 次 序 记 成 ,io,…, 志 后 ,同样 只 要 1<<s < 人 就 有 


Lt 

对 拉 刀 塞 理论 来 说 ,所 说 的 “无 序 ?或 “不 规则 ?表现 在 “ 作 任 
章 有 限 分 拆 ” 上 . 人 们 所 关注 的 是 下 述 类 型 的 问题 :如 果 具 有 某 
种 结构 的 集 被 任意 分 拆 成 有 限 个 类 ,哪些 类 型 的 子 结构 必定 会 
完整 好 保留 在 至 少 一 类 之 中 ? 这 里 所 说 的 "结构 "是 一 种 广泛 的 
提 法 , 比方 说 , 拉 姆 塞 定理 是 关于 “ 子 集 结构 "在 任意 有 限 分 拆 下 
的 结论 , 舒 尔 定理 和 拉 多 定理 则 是 关于 “代数 结构 ?在 任意 分 拆 
下 的 结果 . 在 第 三 、 四 两 章 , 我 们 还 将 分 别 讨论 “组 合 结构 "和 “ 儿 
何 结构 ”, 这 里 不 提前 说 明了 - 

(B) 二 分 图 的 观点 

这 是 利用 二 分 图 的 模式 来 统一 地 描述 拉 姆 塞 理论 的 研究 内 
容 的 一 种 具体 的 方式 . 和 哲理 性 的 认识 不 同 ,二 分 图 的 观点 可 以 
很 确切 地 界 说 . 下 面 先 给 出 几 个 定义 、 

设 图 G 的 点 集 已 分 拆 成 二 个 ( 非 空 ) 子 集 4UB, 而 C 的 边 
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集 EE4xB= (ap :ac4.oEB), 则 G 称 为 一 个 二 分 图 ,并 
记 成 G=G(4U8,B), 对 正 整数 &, 我 们 把 二 分 图 G=GC4UB， 
忆 ) 叫 做 二 拉 姆 塞 的 ,如 果 对 于 呈 的 任 一 六 染色 ,一 定 存在 点 a 
EA4, 使 得 a 在 G 中 所 关联 的 所 有 点 一 一 它们 是 B 的 一 个 子 集 
一 一 都 同色 . 利用 上 述 简单 的 概念 , 拉 姆 塞 理 论 所 研究 的 一 般 问 
题 可 以 说 成 是 :研究 怎样 的 二 分 图 是 入 拉 姆 塞 的 . "下 面 是 说 
明 这 种 表述 的 几 个 例 . 


舒 尔 定理 (无 限 形式 ) 对 任 一 kEN, 如 下 定义 的 二 分 图 G 
《4AUB,E) 是 &- 拉 姆 塞 的 : 
B=N,A={{zx,y;7z 十 y} : z,yEN}( 注 意 这 里 的 z 和 yy 可 
以 相等 ,所 以 {x,y,x 二 >) 一 般 是 三 元 重 集 )， 
E={(a,6) taE AVE BbEa}, 


范 德 瓦尔 登 定 理 ( 无 限 形式 ) 对 任意 给 定 的 1,&EN, 如 下 
定义 的 二 分 图 G(4UB,E) 是 - 拉 姆 塞 的 : 
B=N,A—{{z,rtdy zt (Da: rd€EN), 
E~{(a,b) :aE AbE BbEa). 
各 种 结论 的 “有 限 形式 " 则 可 以 这 样 来 表述 : 


范 德 瓦尔 登 定 理 ” 对 任意 给 定 的 1,kEN, 存 在 WU,R)E 

太 , 使 得 当 # 之 W (1, 和 ) 时 ,如 下 定义 的 二 分 图 GC4,U B,,E,) 是 
- 拉 姆 蹇 的 : 

B=[nj, 

As={{rsztad, zt (ld :zad€EN,zt(— 

Ddsn}, 
Es={(a,b) : a€ A bE BbEa). 
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拉 姆 塞 定理 ”对 任意 给 定 的 g，r, &E N ,存在 m 一 mo(qyr， 
&) ,使 得 当 nn 之 no 时 ,如 下 定义 的 二 分 图 GCA.UB,,E,) 是 和 拉 
姆 塞 的 ， 

A=[nl® ,B=[n]",E,={(a,6) 1 a€ A..bE Bab}. 
(按照 第 一 章 的 记号 ,这 里 仅 断言 数 R”(g,…,g) 必 存在 . 对 一 
般 的 个 数 g1,q2,… ,qr, 如 记 它 们 的 最 大 者 为 4, 则 按 定义 最 然 
有 R (gg) 之 RCqi,… ,qx) ,从 而 可 知 数 R (gy,… ,qr) 也 
存在 .) 

我 们 不 继续 举例 说 明 这 种 表述 方式 了 . 最 后 应 该 指出 ,虽然 
用 二 分 图 模式 能 以 统一 的 形式 简明 地 表述 拉 姆 塞 理论 的 所 有 结 
论 ,但 其 作用 也 仅 限于 此 . 到 目前 为 止 ,这 种 模式 还 没有 对 拉 姆 
塞 理 论 的 任何 具体 结论 的 证 明 给 出 贡献 , 其 原因 也 许 在 于 这 种 
模式 太一 般 , 从 而 对 分 析 和 处 理 具体 的 结构 难 有 神 益 . 下 面 的 例 
子 可 资 说 明 . 

图 2 一 6 所 示 的 二 分 图 G 一 GL4AUB,E) 实 际 上 是 2- 拉 姆 塞 
的 , 但 要 直接 验证 这 个 结论 就 要 考察 B 的 总 共 2 个 2- 染色 ! 事 
实 上 ,这 个 二 分 图 中 的 A=[6]”,B==[5]*,E={(a,b} :a€ 
4,5EB,bCa}, 它 表示 的 正 是 六 人 集会 问题 


(C) 超 图 的 观点 . 
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超 图 (Hypergrapp) 是 一 个 非常 一 般 的 数学 概念 , 所 谓 一 个 
超 图 媚 一 再 (Y, 正 ) ,是 由 一 个 集合 Y 以 及 V 的 某 些 子 集 一 个 族 
五 所 组 成 的 总 体 .Y 的 元 素 叫 做 超 图 互 的 点 ,E 中 的 子 集 叫做 
超 图 豆 的 边 ,并 要 求 每 一 边 e€E 至 少 含有 二 个 点 . 当 五 的 每 
一 边 都 是 二 元 集 时 , 超 图 五 (Y ,E) 就 是 前 面 所 说 的 通常 的 图 
GV,E). . 

超 图 旷 = 及 (V ,E) 的 点 的 一 个 和 米色 f:V 一 了 J] 叫做 正常 
的 ,如 果 互 的 每 一 边 中 的 各 点 不 同色 . 根据 定义 , 瑟 的 一 个 正 
常 的 大 染色 同时 也 是 正常 的 如 -染色 ,这 里 的 是 之 的 任 一 
数 . 现在 可 以 定义 超 图 瑟 的 色 数 XCH) 是 使 得 右 具 有 正常 的 大 
染色 的 最 小 正 整 数 &. 当 超 图 玉 (V ,E) 等 于 通常 的 图 GC(V ,五 ) 
时 ,X( 瑟 ) 就 是 (通常 的 ) 图 G 的 色 数 X6G)， 

例 设 n>r 之 2, 记 V=[nj,E=[njJ" 的 超 图 种 (VY,E) 为 
Km. 当 r+ 二 2 时 ,&49 就 是 完全 图 名 . 从 定义 易 知 有 
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一 个 超 图 百 = 互 (V ,已 ) 可 以 这 样 确定 一 个 二 分 图 G 一 C 
《3:G 的 点 集 ( 的 2- 分 拆 )4UB 定义 为 4 一 忠和 有 =Y3iG 的 
边 集 定义 为 {(eyz) : eEE,xEV,zEe}. 根 据 定义 可 得 下 述 结 
论 . 

命题 超 图 旷 的 色 数 X(H)>* 的 充分 必要 条 件 是 巨 所 
确定 的 二 分 图 C( 互 ) 是 大- 拉 姆 塞 的 . 

证 明 命题 不 过 是 同一 事实 的 两 种 不 同 表述 方式 ,推理 如 
下 ， 

旦 =H(V,E) 的 色 数 X(H)>k< 坟 其 点 集 V 的 任 一 大 染 
色 都 不 是 正常 的 和 一 对 了 的 任 一 大 染色 来 说 ,都 有 瑟 的 边 eE 
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巨 使 e 中 各 点 同色 所 沪 根 据 二 分 图 GC 五 ) 的 定义 ,G( 玉 ) 的 点 
E4 在 G( 吾 ) 中 所 关联 的 点 都 同色 < 擂 ->G( 五 ) 是 志 拉 姆 塞 的 , 口 

把 从 超 图 确定 二 分 图 的 过 程 反 转 过 来 ,就 可 以 从 二 分 图 G 
二 G(4AUB,E) 确 定 一 个 超 图 豆 , 使 得 G 一 G(B). 这 时 定义 五 
的 点 集 为 B,G 的 每 一 点 <E 4 所 关联 的 B 的 点 的 集 定义 为 互 
的 一 边 , 所 有 如 此 得 到 的 边 的 族 是 五 的 边 集 . 

既然 拉 姆 蹇 理论 的 所 有 结论 都 能 用 二 分 图 的 大 拉 姆 塞 狂 
质 来 表述 ,从 二 分 图 与 超 图 的 上 述 可 以 互相 确定 的 紧密 关系 , 拉 
姆 塞 理论 的 结论 也 一 定 可 以 用 超 图 的 色 数 性 质 来 表述 . 下 面 是 
范 德 瓦 尔 登 定理 和 拉 姆 塞 定理 的 超 图 表述 ,其 他 结果 与 此 类 似 . 

对 正 整数 n 实 1>1, 用 WH, 表示 这 样 的 超 图 :其 点 集 是 
[2], 边 集 是 {{zx,z 二 dy… ,x 十 (1 一 Dad} :zd€EN,zt+(—1)d 
nl) 

范 德 瓦 尔 登 定 理 ” 对 任意 给 定 的 />1, 有 

lmx WH) °°. 

(或 者 :对 任意 给 定 的 48>1, 存 在 W(L,k)EN, 使 得 当 守 WW 
C018) 时 有 XCWH D> 》 


对 止 整数 4 之 q>r, 用 RH 表示 这 样 的 超 图 :其 点 集 是 
[mj”, 边 集 是 {(S" : SE[Ln],15|=9}. 

拉 姆 塞 定理 ”对 任意 给 定 的 g>r, 有 

limX (RH ) =—00. 

(或 者 :对 任意 给 定 的 w 之 q>r 和 上 ,存在 wo 一 nolqsr,k)EN, 使 
得 当 n 之 mo 时 有 XCRH,4) > ) 

按照 超 图 的 观点 , 拉 姆 塞 理 论 所 研究 的 是 超 图 的 色 数理 论 
的 一 类 特殊 问题 , 即 发 现 并 确认 哪些 类 型 的 超 图 序列 H, 有 性 
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质 x(H,) 


一 ce? 和 前 面 两 种 观点 一 样 , 现 在 讲 的 也 只 是 一 种 观 


点 ,一 种 统一 理解 的 形式 表述 ,并 不 是 一 种 具体 的 方法 . 下 面 我 


们 用 超 图 
性 的 结论 


的 色 数 的 语言 来 表述 并 证 明 拉 姆 塞 理论 中 的 一 个 普 启 
一 一 紧 性 原理 . 这 说 明 超 图 的 观点 与 前 二 种 观点 比 起 


来 要 具体 一 些 ( 下 面 关 于 紧 性 原理 的 证 明 可 先 跳 过 不 读 ).。 


先 说 
对 WCV 
的 导出 子 
所 有 边 的 
紧 性 


明 有 关 超 图 的 一 个 基本 概念 . 设 玉 = 及 (V ,E) 是 超 图 ， 
,可 以 根据 太 确定 一 个 超 图 九 ( 丈 ), 叫 做 互 在 殉 上 
超 图 : 吾 (W) 的 点 集 是 WW, 边 集 是 玉 的 包含 在 WW 中 的 
集 , 即 {e€E :eCW). 

原理 ” 设 超 图 五 = 豆 (7 ,已 ) 的 点 集 了 是 无 限 集 , 忆 中 


的 边 都 是 有 限 集 . 如 果 对 正 整 数 &, 瑟 的 色 数 XH)>>, 则 一 定 
有 V 的 有 限 子 集 W 使 得 X( 吾 4W 7)>> 天 


证 明 


这 里 只 证 明 Y 是 可 数 无 限 集 的 情形 ,因此 可 不 妨 假 


设 V=N, 以 下 将 证 明 一 定 存在 wn€ NN 使 得 XCHC[mj))>, 并 
简 记 (Lx 二 HH 

用 反 证 法 ”假设 对 每 个 aE RN 都 有 XY(H,) 所 ,也 就 是 说 ， 
对 每 个 EN 都 有 HH, 的 正常 和- 染色 六 : [nj 一 [], 现 证 由 此 


可 以 给 出 
盾 . 


五 的 正常 染色 了 :N 一 [后 ,从 而 X( 嫩 ) 生 & ,导致 矛 


考察 无 限 数 列 {f,(1) : nE N} ,因为 数列 的 每 一 项 六 (TD)E 
[%], 故 必 有 无 限 集 SISN 和 数 iLE [&], 使 得 当 n€ Si 时 了 (1) 
二 .接着 再 考察 无 限 数 列 {fC2) : n€ S,}, 闻 理 有 无 限 集 S:C 
Si 和 数 is€ [Rj], 使 得 当 n€ Ss 时 f,(2) 一 io. 接 下 去 问 理 可 知 有 
无 限 集 S, 导 Ss 和 数 i,E Tkj, 使 得 当 n€5, 时 六 (3) 一 5 如 此 继 
续 进 行 , 即 可 得 N 的 一 个 依次 包含 的 无 限 子 集 的 无 限 序列 
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和 每 项 都 属于 [及 ] 的 无 限 数列 
te Tt 

使 得 对 每 个 jEN, 当 nE€5; 时 (站 二 

现在 定义 有:N 习 [8j 为 了 (站 == 忆 (jEN). 则 让 是 超 图 
HV,E) 的 正常 和 染色 :因为 对 任 一 给 定 的 边 eEE,e 是 NN 的 
有 限 子 集 ,从 而 有 mEN 使 e 和 [mJ]. 青 取 一 个 n。E 5S。, 则 根据 上 
述 性 质 可 知 对 每 个 jE [mj 都 有 

f° P=70). 

因为 有 是 再 (V ,EE) 的 正常 关 染 色 , 所 以 e 中 各 点 在 染色 /下 
不 同色 ,从 而 在 染色 六 下 也 不 同色 , 即 产 是 召 (Y ,E) 的 正常 和 
染色 0 

根据 紧 性 原理 , 拉 姆 塞 理论 的 大 多 数 定 理 的 有 限 形式 都 能 
从 相应 的 无 限 形式 得 到 而 无 党 一 一 证 明 . 下 面 用 拉 姆 塞 定理 来 
说 明 这 种 推导 . 

对 正 整数 9>r, 用 RR 及 .表示 这 样 的 超 图 :其 点 集 V==N” 
(这 蚌 一 个 可 数 无 限 集 !), 边 集 是 {S”; SCN,151=9}). 从 拉 姆 
塞 定理 的 无 限 形式 易 知 ,对 任 一 给 定 的 正 整 数 & 都 有 XCRH.) 
> 根据 紧 性 原理 ,一 定 有 V 的 有 限 子 集 WW 使 XCRH,W)) 
>>, 从 而 对 任 一 包含 WW 的 有 限 集 WW' CN 也 有 X(RH4.-(W')} 
> 因为 WCN" 是 有 限 集 , 故 必 有 no€E 习 使 得 W 己 FroJ” ,从 
而 对 任 一 w 之 no 有 XCRH4《[n]")) 之 和 因为 RHor<Ln]") 正 
是 前 面 所 定义 的 超 图 RE, 所 以 XCRH,o.) >&, 拉 姆 塞 定理 
的 有 限 形式 得 证 . 


在 结束 这 一 小 节 关于 拉 姆 宕 理论 的 儿 种 统一 观点 时 ,还 可 

以 指出 ,使 用 范畴 论 的 观点 和 方法 对 表述 和 证 明 拉 姆 塞 理论 的 

一 些 结果 很 有 用 . 而 且 实 际 上 通过 这 个 观点 已 经 得 到 了 不 少 深 
94 


刻 的 结果 ,范畴 论 的 观点 和 作用 不 在 这 里 具体 介绍 了 . 


拉 姆 塞 理论 和 别 的 科学 理论 一 样 ,人 们 主要 是 通过 其 基本 
结论 .而 不 是 其 形式 定义 来 了 解 这 种 理论 的 . 这 一 章 所 讲 的 正 是 
拉 姆 塞 理 论 的 有 代表 性 的 基本 定理 , 在 §2.2 最 后 提 到 的 专著 
《 拉 姆 赛 理论 ) 中 ,作者 提出 拉 姆 塞 理论 有 下 州 六 大 定理 ,并 称 之 
为 Super Six. 它们 是 

拉 姆 塞 定 理 (8 1.4), 范 德 巨 尔 登 定理 ( $ 2. 3), 舒 尔 定理 
(4 2. 2), 拉 多 定理 (8 2.5), 哈 尔 斯 一 朱 厄 特定 理 ($ 2. 3? 和 有 
限 域 上 向 量 空间 的 拉 姆 塞 定理 (§ 2. 3). 

建议 读者 重 温 一 下 这 六 大 定理 的 结论 ,并 领会 它们 的 共性 . 


习题 
证 明 爱 尔 多 恩 一 塞 克 尔 斯 定理 中 定义 的 数 N( 和 一 5 和 NG5) 一 9. 
直接 证 明 SC6) 委 1978. 
完整 写 出 W(3,2) 二 325 的 证 明 . 再 验证 WW(3,2) 的 最 小 值 是 9 
证 明 下 述 结论 “把 入 任意 分 拆 成 二 部 分 后 , 必 有 一 部 分 售 无 限 项 等 其 
数列 "不 成 立 . 
5. 其 体 给 出 六 的 一 个 有 限 染 色 , 使 得 方程 
itz 3 =0 

没有 单 色 解 . 

6. 给 出 有 限 域 上 向 量 空间 的 拉 姆 塞 定理 的 超 图 表述 . 


人 
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三 章 图 的 拉 姆 塞 理论 


§ 3.1 回顾 与 推广 


拉 姆 塞 定理 的 简 式 说 :对 任意 给 定 的 正 整 数 p,q 之 2, 存 在 
数 mm, 使 得 当 nx2>m 时 ,把 ”点 完全 图 玉 . 的 每 一 边 任 意 染 成 红 
色 或 蓝 色 后 ,天 。 中 或 者 含有 各 边 都 是 红色 的 天 ,或 者 含有 各 边 
都 是 蓝 色 的 玉 。 我 们 把 玉 。 的 后 一 性 质 用 下 面 的 “箭头 符号 ” 科 
单 明 蝴 地 表示 成 
天 。 一 (天天 01) 
在 第 一 章 , 我 们 把 使 得 (1) 式 成 立 的 数 的 最 小 值 记 成 RCp ,9q)， 
现在 也 可 以 表示 成 


RCpsq)—RK,, Ke). 
利用 上 述 记 号 , 拉 姆 塞 定理 有 这 样 的 图 论 推论 : 
对 任意 给 定 的 两 个 图 G 和 五 (这 里 设 G 和 五 中 都 没有 孤 
立 点 一 一 即 不 与 任何 其 它 点 相关 联 的 点 ) ,存在 数 no, 使 得 当 
me 时 有 
2 26， 


K,—>(G,H). (2) 
这 个 用 箭头 符号 表示 的 关系 (2 的 意义 读者 大 概 已 经 想到 ， 这 里 
再 明确 地 叙述 一 下 ， 

(2) 式 表示 ,把 K, 的 每 一 边 任意 染 成 红色 或 监 色 后 ,K. 中 
或 者 含有 各 边 都 是 红色 的 图 G, 或 者 含有 各 边 都 是 蓝 色 的 图 瑟 . 

如 果 图 GG 和 五 的 点 数 分 别 是 8g 和, 则 由 拉 姆 塞 定理 可 
知 , 当 n 之 RCg 1 有) 时 (2) 式 必 成 立 . 因为 这 时 在 边 已 作 红 、 蓝 染 
色 的 KK, 中 ,或 者 含 各 边 红色 的 KK。, 从 而 有 人 金 是 红 边 的 G; 或 者 
含 各 边 蓝 色 的 天 ,, 从 而 有 全 是 蓝 边 的 五 . 

我 们 把 使 得 (2) 式 成 立 的 数 的 最 小 值 记 成 RCG,H). 为 了 
有 所 区 别 , 通 常 把 数 R(p,q) 二 RCK, ,KK,) 叫 做 经 典 拉 姆 塞 数 , 而 
把 数 RCG, 石 ) 叫 做 广义 拉 姆 塞 数 , 从 上 述说 明 可 知 RCG,HH) 志 
Rg sh). 

可 以 设想 , 当 图 G 和 五 中 的 边 数 功 少 时 ,RCG, 五 ) 会 比 R 
(g,h) 小 得 多 . 不 大 容易 想到 的 是 , 当 只 和 五 属于 为 数 不 少 的 
某 些 图 类 时 ,可 以 不 太 困 难 地 求 得 RG, 互 的 精确 值 . 

广义 拉 姆 塞 数 的 概念 是 70 年 代 初 由 险 拉 里 和 许 伐 塔 尔 
《VY. Chvatal) 提 出 来 的 . 他 们 在 1972 年 最 先 确定 了 一 大 批 广义 
拉 姆 塞 数 , 由 此 开创 了 一 个 新 的 研究 领域 : 它 喷 是 拉 姆 塞 理 论 在 
图 论 方向 上 的 有 意义 的 发 展 ,又 是 图 论 本 身 的 新 的 有 待 探索 的 
课题 . 这 个 领域 通常 叫做 拉 姆 塞 图 论 或 图 的 拉 姆 塞 理论 ,在 图 论 
著作 中 常用 前 一 名 称 , 而 在 关于 拉 姆 塞 理论 的 著作 中 则 较 多 使 
用 后 一 名 称 ,70 年 代 以 来 的 十 年 间 , 它 同时 成 为 拉 姆 塞 理论 和 
图 论 中 最 活跃 的 研究 方向 之 一 . 它 问世 后 如 此 引起 人 们 的 兴趣 
的 一 个 基本 原因 说 起 来 也 合乎 情理 : 几 十 年 来 ,人 们 面 对 ( 经 典 ) 
拉 姆 塞 数 束手无策 ,而 当 把 概念 自然 地 推广 以 后 ,表面 上 似乎 复 
杂 了 ,但 实际 上 却 不 断 地 有 所 发 现 , 求 出 了 -一 批 又 一 批 广义 拉 姆 
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塞 数 . 另外 ,因为 图 G.H 可 以 千变万化 ,使 得 人 们 总 能 找到 新 
的 ,并 非 不 可 企及 的 目标 . 而 且 随 着 研究 的 深入 ,与 图 论 的 固有 
良 涵 交融 更 多 . 所 研究 的 也 远 不 限于 确定 更 多 广义 拉 姆 塞 数 ,而 
是 面向 不 断 提 出 的 更 有 深度 的 新 问题 , 

格雷 尼 姆 发 表 了 这 样 的 意见 : “事实 上 这 样 说 大 致 是 可 靠 
的 :从 图 的 拉 姆 哮 理 论 中 产生 的 结果 将 被 认为 比 得 知 RC(5,5) 
《甚至 R(p,q)) 的 精确 值 更 有 价值 、 更 有 兴趣 . "在 这 一 章 中 ,我 
们 就 机 证 明 一 些 此 类 结果 . 

和 拉 姆 塞 数 R(g1,q,,…,94) 一 样 ,可 以 自然 地 把 2- 染 色 推 
广 到 大 染色 . 这 时 对 给 定 的 & 个 图 C,G:，…G: 来 说 ,箭头 符号 

开 , 一 (GCC (3) 

表示 的 关系 是 :对 K, 的 边 集 的 任 一 染色 , 必 有 某 个 i€ []， 
使 得 天 中 含有 各 边 都 是 i 色 的 图 Gi- 使 得 (3) 式 成 立 的 数 的 
最 小 值 记 成 RCG,,… ,Gi). 如 记 图 Gi 的 点 数 是 .Gi 二 1,…,)， 
显然 有 RG ,GDER(g "1), 


33.2 两 个 例 


我 们 在 这 一 节 用 两 个 简单 的 具体 例子 来 说 明 某 些 广义 拉 姆 
塞 数 是 怎样 被 确定 的 . 读者 从 这 讽 个 例子 中 也 可 以 领会 到 为 什 


么 在 有 旦 情况 下 , 求 广 
义 拉 刀 究 数 并 不 十 分 困 人 -人 
难 . 

先 定义 一 类 很 特殊 Kus Km 
的 图 ,对 做 旦 图 . 十 1 图 3 一 1 
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个 点 的 星 图 记 为 下,,。, 如 图 3 一 1 所 示 . 

例 1 RK KO)=7. 

证 明 人) 先 证 RCKL4,K1,4) 之 6, 为 此 只 要 给 出 Ks 的 边 集 
的 一 种 基体 的 2- 染 色 , 使 得 染色 后 的 KK 中 不 含 单 色 的 KK, 图 
3 一 2 中 的 (a) 就 是 这 样 一 种 2- 染 色 , 那 里 只 画 出 一 种 颜色 的 全 
部 边 ( 称 为 实 边 ),6 个 点 中 不 以 实 边 相 连 的 每 一 对 点 都 设想 以 
虚 边 一 一 即 另 一 种 颜色 的 边 一 一 相连 . 对 K。 的 这 种 2- 染 色 来 
说 ,因为 每 一 点 只 连 出 二 条 实 边 ,所 以 不 可 能 有 全 是 实 边 的 
天 ,4 而 因 每 一 点 又 只 连 出 三 条 虚 边 ,所 以 也 没有 全 是 虚 边 的 
Ku 


Ga) (Cb) 
轩 3 一 2 

(让) 再 证 RCR 天 JS7. 这 等 于 要 证 明 这 样 的 结论 :把 
Ki 的 边 集 任意 分 拆 成 实 和 虚 二 类 后 ,Ks 中 或 者 含有 全 是 实 边 
的 Ki,,, 或 者 含有 全 是 虚 边 的 天 这 个 结论 很 容易 证 明 : 考 察 
不 ; 的 任意 一 点 , 因 从 此 点 共 连 出 六 条 边 ,如 果 其 中 实 边 数字 4， 
则 已 有 全 是 实 边 的 天 .4; 而 当 其 中 实 边 数 魏 2 时 ,其 虚 边 数 之 4， 
从 而 得 到 全 是 虚 边 的 Ki,. 所 以 我 们 只 要 再 讨论 Ki 的 每 一 点 
恰好 连 出 三 条 实 边 ,从 而 也 恰好 连 出 三 条 虚 边 的 情形 ,这 时 从 每 
一 点 连 出 的 实 边 个 数 之 和 是 3X7, 它 应 该 等 于 天 中 实 边 总 数 
的 二 倍 一 一 一 个 偶数 ,导致 耶 盾 . 这 个 矛盾 说 明 最 后 讨论 的 情形 
不 可 能 发 生 . 

(GD 和 《ii) 合 起 来 说 明 (Ko 天 一 7- 0 

上 述 证 明 很 容易 一 至少 比 RC(3,3)=6 的 证 明 容易 ,其 原 


因 在 于 5 点 星 狠 KK, 的 结构 特别 简单 .具体 地 说 ,判定 一 个 图 中 
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是 否 含有 单 色 的 5 点 星 图 等 价 于 判定 是 否 有 一 点 连 出 了 4 条 同 
色 边 , 注意 到 如 果 把 5 点 星 图 换 成 5 点 完全 图 KK;,, 则 相应 的 问 
题 变 成 求 拉 姆 塞 数 RCK;,Ks) 二 RC5,5) 一 一 一 个 至 今 还 无 法 解 
决 的 难题 . 

例 2 RK Ke)=13. 

证 明 人) 先 证 RCK,,;,Ks)>12. 为 此 只 要 能 把 及 的 边 集 
适当 地 分 拆 成 实 和 虚 二 类 ,使 得 玉 us 中 既 不 含有 全 是 实 边 的 
Ki 又 不 含有 全 是 庶 边 的 KK; 即 可 . 图 3 一 2 的 (b) 就 是 合乎 这 
种 要 求 的 一 种 分 拆 . 和 例 1 一 样 ,我们 只 画 出 了 全 部 实 边 , (b) 中 
不 含有 全 是 实 边 的 天, 很 明显 ;也 不 含有 全 是 虚 边 的 天 是 因 
为 任 取 5 点 后 ,其 中 必 有 二 点 以 实 边 相连 . 

《i 再 证 RR(K1.s,Ks) 志 13. 这 等 于 要 证 明 这 样 的 结论 :把 
天 的 边 集 任意 分 拆 成 实 和 虚 二 类 后 ,如 果 每 一 点 都 至 多 连 出 二 
条 实 边 一 - 即 不 含有 全 是 实 边 的 尺 ,,, 则 必 含 有 全 是 虚 边 的 
Ks. 这 个 结论 正 是 第 一 章 的 习题 2. 品 

和 例 1 一 样 , 例 2 的 证 明 也 很 容易 . 同样 可 以 注意 到 如 果 把 
4 点 星 图 天,: 换 成 4 点 完全 图 K,, 则 相应 的 问题 变 成 求 
RCK4sKs) 一 R(4,5) 一 一 也 是 一 个 至 今 尚 未 解决 的 难题 . 

我 们 将 在 下 一 节 分 别 把 这 二 个 例 推广 成 二 个 定理 ,它们 都 
是 图 的 拉 姆 塞 理 论 的 最 早 被 发 现 的 典型 结果 . 为 了 进行 这 种 推 
广 ,我 们 先 在 这 里 对 一 类 在 理论 和 应 用 上 都 非常 重要 的 图 作 一 
简单 介绍 ,这 类 图 叫做 树 . 树 可 以 用 很 多 等 价 的 方式 来 定义 ,下 
面 是 一 种 比较 直观 的 方式 ， 

图 G 的 一 个 依次 有 边 相连 点 序列 

are U>L) 
称 为 G 中 从 zi 到 zi 的 一 条 途径 - 当 zx) 二 zx 时 这 条 途径 称 为 闭 
途径 . 如 果 G 中 从 任意 一 点 到 任 一 其 它 点 都 有 - -条 途径 , 则 G 
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称 为 连通 的 . 至 少 有 2 个 点 的 连通 而 又 不 含 闭 途 径 的 图 称 为 树 . 
图 3 一 3 列 出 了 有 6 个 点 的 所 有 不 同 的 树 、 


P 


1l ] 
[一 | . 人 人 


树 有 很 多 性 质 . 例如 ,an 点 树 愉 好 有 ”一 1 条 边 . 事实 上 , 树 
可 以 定义 为 边 数 比 点 数 少 一 的 连通 图 . 我 们 不 继续 讨论 树 的 其 
他 性 质 , 而 只 证 骨 我 们 将 要 用 到 的 一 个 性 质 . 

在 图 G 中 ,从 点 zx 过 出 的 边 的 条 数 叫做 点 z 在 G 中 的 度 .G 
中 度 为 1 的 点 叫做 6 的 来 端点 ,从 来 端点 连 出 的 那 一 条 唯一 的 
边 叫 做 在 该 点 的 末端 边 . 


命题 3.2.1 任 一 树 全 中 至 少 有 两 个 末端 点 D. 

证 明 假设 了 至 多 只 有 一 个 末端 点 , 记 为 x,( 如 了 没有 末 
端点 , 则 任意 取 定 一 点 为 zo). 则 GG 中 除 mm 以 外 的 每 点 的 度 之 
2. 现 从 z 出 发 沿 从 xxo 连 出 的 一 条 边 {zosx1} 到 达 另 一 点 zx. 因 
zl 的 度 关 2, 则 从 x 连 出 的 边 中 至 少 有 一 条 以 前 没有 走 过 , 记 
为 {zi,zz} ,于 是 可 沿 此 边 走 到 zz. 类 似 地 考虑 ma, 必 可 沿 以 前 
没 走 过 的 边 {zayzs) 到 达 点 zs. 如 此 继续 进行 , 因 了 只 有 有 限 个 
点 , 故 必 在 某 一 步 上 不 得 不 加 到 以 前 已 到 过 的 点 ,从 而 得 到 了 
的 一 条 闭 途 径 ,导致 子 盾 . 0 


人 外 ”注意 在 树 的 定义 中 规定 它 至 少 有 2 个 点 - 
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8 3.3 ”两 个 定理 和 一 些 结 


定理 3. 3. 1 《〈 许 伐 塔 ,1977) 设 T, 是 疡 个 点 的 树 , 则 有 
R(T, RK)= (pi)(g—1)+1. 

证 明 Gi) 先 证 RCT,s,Ks) 之 Cp 一 1) (gq 一 .为 此 我 们 给 出 
五 we-be-p 的 边 集 的 如 下 2- 分 拆 : 

先 把 (p 一 (9 一 1) 个 点 分 拆 成 4 一 1 组 ,每 组 一 1 个 点 . 
再 在 每 一 组 内 用 实 边 把 p 一 1 个 点 连 成 完全 图 KK(,_, ,不 在 同一 
组 的 任意 二 点 用 虚 边 相连 . 图 3 一 4 是 边 集 作 如 此 实 、 虚 2- 分 拆 
后 侈 部 实 边 构成 的 (p 一 1)(9 一 1) 个 点 的 图 , 它 叫做 g 一 1 个 
不 :的 并 , 记 为 (q 一 DK 

容易 验证 这 时 的 天 wo-b5e-b 中 取 不 含有 全 是 实 边 的 了 ,又 
不 含有 全 是 虚 边 的 K。 


~ ) 


~ 


Ba 
国 3 一 4 

《ii) 再 证 RCT, ,Kp 一 DD(g 一 十 1 

当 p 一 2 或 4 一 2 时 结论 显然 成 立 . 现 对 p 十 g 用 归纳 法 证 明 
上 述 不 等 式 成 立 . 

设 p>2,g>2. 在 T, 中 任意 到 定 一 个 末端 点 z, 记 与 x+ 关 
联 的 末端 边 为 {z,y). 在 了 中 去 掉 点 zx 和 边 {z,y} 后 留 下 的 
Pp 一 1 个 点 的 图 显然 仍 是 树 , 记 为 T' .现在 来 考察 把 天 wbe-ot 
的 边 集 任意 分 拆 成 实 和 虚 二 类 后 的 情况 . 
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根据 归纳 假设 ,这 时 或 者 出 现 全 是 实 边 的 p 一 1 个 点 的 树 
和 ,或 者 出 现 全 是 碟 边 的 KK,. 若 后 一 情况 发 生 , 则 已 得 结论 . 故 
设 前 一 情况 成 立 , 在 天 wse-p+i 中 去 掉 T" 的 全 部 p 一 1 个 点 以 
及 与 这 一 1 个 点 某 一 点 相连 的 每 一 条 边 后 , 留 下 的 是 ( 边 集 已 
分 拆 成 实 和 讶 二 类 的 ?Ku-5e-5+t. 仍 根据 归纳 假设 ,在 留 下 的 
Kwwm-s+! 中 ,或 者 出 现 全 是 实 边 的 了 ,一 一 这 时 已 得 结论 ;或 
者 出 现 全 是 虚 边 的 KK。, 设 这 一 情况 发 生 ,这 时 再 来 看 原来 的 
天 w-be-n+ub 它 含有 全 是 实 边 的 7" 和 全 是 虚 边 的 天 ,而 且 这 
个 T' 和 Ks-! 没 有 公共 点 . 考察 T' 的 点 y 与 这 个 天-: 的 4 一 1 
个 点 所 连 的 4 一 1 条 边 : 如 果 其 中 有 实 边 {y,x'), 则 把 边 {(y,x'} 
和 点 x!' 添 加 到 了 ' 上 后 得 出 全 是 实 边 的 树 T,; 如 果 全 是 虚 边 , 则 
把 这 g 一 1 条 虚 边 和 点 x' 添加 到 K。_! 后 得 出 全 是 碟 边 的 及, 
《iD 证 毕 . 

(GD (ii) 合 起 来 即 得 定理 . 0 

§ 3.2 的 例 2 的 结论 R(K,,s,KK;) 二 13 是 定理 3,3,1 当 p= 
4 和 9 一 5 时 的 特例 .但 $ 3.2 的 例 1 的 结论 RC(Ki,,Ki)=? 并 
非 如 此 , 它 是 伯 尔 (S. Burr) 在 1974 年 证 阴 的 下 述 结论 的 特例 . 


定理 3.3.2 设 Ts 是 任 一 个 点 的 树 ,Ki 是 gq 十 1 个 点 的 

星 图 ,而 且 p 一 1 整除 g 一 1. 则 有 
ROT, Ks)=p+q—1. 

证 明 个 先 证 RCT,,Kis)>p 十 gq 一 2. 

记 mw=(g 一 DD/(p 一 DD, 则 p+9 一 2 二 (m 十 1)《p 一 1). 和 定 
理 3.3.1 一 样 ,我 们 这 样 把 及 w+ne-o 的 边 集 分 拆 成 实 积 虚 二 
类: 由 实 边 构成 的 (mm 十 1)(z 一 1 个 点 的 图 是 关上 十 1 个 天 ;的 并 
(mm 十 1) 天 (参见 图 3 一 4). 

容易 验证 ,如 此 构 作 的 由 实 、 虚 两 种 边 组 成 的 类 re- 中 
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既 不 含有 全 是 实 边 的 T,, 又 不 含有 全 是 虚 边 的 及。 一 一 困 为 从 
任意 一 点 连 出 的 虚线 正好 只 有 m(p 一 1)=g 一 1 条 . 

《再 证 及 CT,K p+g 一 1. 

证 明 的 思路 也 和 定理 3. 3.2 的 人 相仿 . 因 当 户 = 2 时 结论 
对 任 一 正 整 数 g 成 立 , 现 对 p 十 4 用 归纳 法 证 明 . 设 p>2, 仍 在 
T; 中 任意 取 定 一 个 末端 点 x, 记 与 < 关联 的 末端 边 为 {z,y), 在 
了, 中 去 掉 点 < 和 边 {z,y) 后 留 下 的 p 一 1 个 点 的 树 记 为 了 '. 现 
在 来 考察 把 KK,+,-: 的 边 集 任意 分 拆 成 实 和 虚 二 类 后 的 情况 . 

根据 归纳 假设 ,这 时 或 者 出 现 全 是 实 边 的 p 一 1 个 点 的 树 
T' ,或 者 出 现 全 是 虚 边 的 K,, 若 后 一 情况 发 生 , 则 已 得 结论 ， 
故 设 其 不 发 生 , 从 而 前 一 情况 必 发 生 .在 天 -的 二 9 一 [个 
点 中 除去 属于 六" 的 2 一 1 个 点 外 还 有 4 个 点 . 因 并 ,+ 中 不 含 
全 是 处 边 的 玉 ,。 故 在 y 与 那 9 个 点 的 连 边 中 必 有 实 边 {yc'}， 
把 点 x’ 和 边 {y,z'} 深 加 到 T' 上 后 得 到 全 是 实 边 的 了 (i) 证 
毕 . 

{让 和 (让) 合 起 来 即 得 定理 . 0 

应 该 指出 , 当 p 一 1 不 整除 9 一 1 时 ,情况 大 大 复杂 化 了 . 这 
时 上 述 证 明 中 的 Gi) 仍 适用 ,从 而 不 等 式 ROCT,,Ki)SSp++9 一 1 
成 立 .但 (i) 的 构 作 完全 依赖 于 p 一 1 整除 9 一 1 这 个 假设 , 故 不 
适用 . 已 证 明 当 9 充分 大 时 ,对 几乎 所 有 的 树 T, 结论 R(T,， 
Ko) 一 p 十 gq 一 2 成 立 . 


人 们 已 经 对 好 久 种 类 型 的 图 G、F 求 得 了 相应 的 广义 拉 姆 
塞 数 R(G, 妃 ). 除了 完全 图 KK, 和 星 图 Ki. 外 ,通常 最 先 考 虚 的 
是 这 样 二 类 图 :路 和 图 ， 

恰好 有 2 个 末端 点 的 树 叫 做 路 , 易 知 路 中 除 2 个 来 端点 外 ， 
每 一 点 的 度 都 是 2.n 个 点 的 路 记 为 P,,Ps 见 图 3 一 3. 在 P, 的 2 

» Bd* 


个 来 端点 侣 加 一 条 连 边 后 所 得 到 的 点 图 叫做 个 点 的 图 , 记 
为 C, 下 面 是 与 路 和 团 有 关 的 一 部 分 广义 拉 姆 塞 数 . 


OY 2<m<n 时 ,RCP-,PJ=m 二 | 于 上-1. 

重 当 3 委 m<a 时 ,RCC。,C,) 分 下 列 四 种 情况 给 出 ， 

人 0 当 mm 是 奇数 明 Cmyn) 取 (3,3) 时 ,RCCasC.) 一 2n 一 15 

(让) 当 m 和 都 是 偶数 明 Cm,n) 取 (4,4) 时 
R(Cn,C =nt+ 1; 

(i 计 ) 当 m 是 偶数 而 = 是 奇数 时 ， 


RC。Co 一 max|a 二 到 -12m 一 1 


(IWRCICs) 一 R(C4CD 一 6. - 
重 当 mxD>1m3>2 时 ,RnKsnK) 一 3m 十 2 
图 当 mm 二 3,z 关 1 时 ， 


RC KJ) 一 (2 me zm 是 奇数 ， 
《 当 m<2n 且 mx 是 偶数 时 值 未 定 ) 


对 广义 拉 姆 塞 数 (G1,G:,…,G4) 也 有 一 些 结果 . 当 G1 一 
Gs 一 … 一 Gs 时 ,用 RG) 来 记 RCG1 ,G2 ,Gi). 


图 RICE KK 一 On 一 D) 十 9, 这 里 用 已 
表示 n,n，,… sms 中 侦 孝 的 个 数 . 


2 十 2， 若 &=1Cmod3)， 
et ， 车 =2(mod3)， 
2 或 2 十 1， 车 ==0(mod3). 


二 RCC,) 尚 未 完全 确定 , 现 已 证 得 
Ri(CD 所 起 十 & 十 2 ”对 任 一 上 之 1 成立， 
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Ri(C,) 之 刀 一 & 十 2 对 大 一 素数 宪 十 1 时 成 立 . 
这 样 的 结果 还 有 不 少 ,当然 完全 给 出 精确 值 的 并 不 太 多 ,其 
中 大 量 结果 是 广义 拉 姆 塞 数 的 上 界 或 下 界 , 以 及 RCG) 当 &-> 
co 时 的 渐 近 性 质 , 这 里 不 再 罗列 了 , 我 们 只 举 出 一 个 “小 ”的 未 解 
决 问题 来 展现 未 知 世 界 之 大 
前 面 已 列 出 了 当 & 0(mod3) 时 的 结果 
RiCP 一 叶 或 2 十 1 
人 们 自然 希望 完全 和 弄 清楚 究 意 当 二 0Cmod3) 取 什么 值 时 
Ri(Ps) 一 中 林 斯 特 鲁 姆 (B. Linstrom) 在 1983 年 发 表 了 这 样 
的 结果 : 
当 & 二 0C(mod3) 但 3* 时 ,RiCP3 一 2 十 1. 
他 进一步 提出 了 这 样 的 猜想 : 
猜想 当 4=3" 时 ,Re(P3) 二 22% 二 2 ，3"。 
如 果 能 证 明 上 述 猜 想 成 立 , 则 这 个 问题 就 完全 解决 了 . 林 斯 特征 
姆 的 论文 刊 于 《Discrete Math. 》vol. 43(1983),111 一 112. 


图 的 拉 姆 塞 理论 并 非 限于 研究 广义 拉 姆 塞 数 ,或 者 更 准确 
地 说 ,其 研究 范围 和 内 容 日 益 拓 广 和 深化 . 下 面 二 节 将 分 别 从 拓 
广 和 深化 这 两 个 方面 来 讨论 这 个 由 拉 姆 塞 理论 和 图 论 交 融 面 成 
的 组 合 数学 分 支 . 


$3.4” 二 分 图 与 有 向 图 


我 们 已 经 把 拉 姆 塞 定理 所 讨论 的 关系 表 未 成 
Ks —— (Kes Ko Ko) 
并 把 它 推广 成 
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K,—* (GG G3) 
在 这 种 表示 方式 下 ,自然 地 促使 人 们 再 进一步 推广 成 关系 
Fr(Gi Ga ,Gi) (4) 

这 里 的 已 是 图 ,但 可 以 不 是 完全 图 “ 稍 头 关系 ”4) 所 表示 的 是 
这 样 的 性 质 : 对 图 FF 的 边 集 作 任 意 的 -染色 后 , 必 有 iE [使 
得 下 中 含有 边 都 是 i 色 的 图 G;. 

当下 是 一 般 的 图 时 ,情况 非常 复杂 ,我 们 将 在 下 一 节 作 禄 
步 讨论 . 在 这 一 节 只 讨论 两 种 相对 来 说 比较 简单 的 情形 : 矿 是 
完全 的 二 分 图 K,. 和 玉 是 完 金 的 对 称 有 向 图 DK,. 这 两 种 图 都 
是 完全 图 ,只 是 所 处 理 的 图 类 已 分 别 是 二 分 图 和 有 向 图 了 . 

〈A) 二 分 图 的 拉 姆 塞 定理 

,一 GL(AUB,E) 是 这 样 的 二 分 图 :其 点 集 分 拆 成 两 个 
点 集 4 和 B, 边 集 E={(a,5):aE€ 4,5E B}). 我 们 首先 要 考察 的 
是 关于 二 分 图 类 的 拉 姆 塞 定理 是 否 成 立 . 具体 地 说 ,对 任意 给 定 
的 个 二 分 图 G1,Gs，… ,Gi, 是 否 存 在 no, 使 得 当 m 之 no 时 有 
KK。 一 > (G1,Gz，"…* ,Gi)? 答案 是 肯定 的 ,而 且 其 证 骨 也 很 容易 ， 
但 却 并 不 是 拉 姆 塞 定理 的 一 个 直接 推论 ,下 面 就 是 肯定 问答 ,我 
们 将 用 另 一 种 等 价 的 表述 方法 来 证 明 这 个 结论 . 


定理 3. 4.1 对 任意 给 定 的 正 整数 p,&, 一 定 存 在 数 no, 使 
得 当 nm 时 有 
Ks—* (Kyy Ky ses Kp) (5) 
es 


推论 对 任意 给 定 的 大 个 二 分 图 G,Gs ,Gu 一 定 存在 
数 ,使 得 当 a 之 no 时 有 
Ka —* (Gi Ges G1). (6) 
证 明 因为 一 定 有 ,使 K,,, 中 含有 每 个 二 分 图 CrG 一 1， 
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ok) 0 

二 分 图 可 以 用 元 素 是 0 或 ! 的 矩阵 (简称 为 (0,1)- 和 矩阵 ) 来 
表示 ,这 种 表示 方式 特别 适用 于 这 里 要 讨论 的 内 容 . 

设 G=G(LAUB,E) 是 二 分 图 ,其 中 A= {a1,as,… san) ;B= 
人 552s… 6}, 则 GG 完全 确定 了 如 下 定义 的 mXn 的 (0,1)- 和 矩阵 
MM(G) : M 的 (i, 让 位 置 处 的 元 素 mm, 当 (a;,6,)E EE 时 为 1， 
否则 为 0GE [m],jE [x 站. 图 3 一 5 是 说 明 此 定义 的 一 个 简单 
的 例 . 加 Ws 


. \ 站 1 
出 TR MOO-I1 0 
1 


by bs bb lo 
图 3 一 5 

M=M(G) 叫 做 二 分 图 G 的 矩阵 . 当然 , 盾 阵 的 元 素 0 和 1 

可 以 用 别 的 二 个 记号 并 和 ?来 代替 ,相应 的 四 Xz 的 (z,y)- 矩 
阵 同样 也 完全 表示 了 G. 这 里 用 0 和 1 这 二 个 记号 只 是 为 了 简 
单 , 别 无 他 意 . 显然,KK.… 的 矩阵 是 元 素 都 等 于 1 的 nXn 和 矩阵 . 
对 KK 的 边 集 用 1,2,…, 上 种 请 色 所 作 的 一 个 大 染色 可 以 用 元 
素 属 于 [8 的 一 个 aXn 答 阵 Mi 来 表示 :MMi 的 (让 位 置 处 的 元 
素 等 于 相应 的 边 (a,,6;) 所 染 的 颜色 种 类 . 这 里 记 天 .的 点 集 是 


{and san U 人 ,记名 用 这 种 方式 可 以 把 定理 3.4.1 
表述 如 下 、 


0 可 
1 0 
0 0. 


定理 3.4.3 对 任意 给 定 的 正 整 数 p,, 一 定 存在 数 m ,使 
得 当 n 之 nm 时 ,元 素 遍 于 [的 任意 一 个 xXn 矩阵 中 一 定 有 每 
个 元 素 都 等 于 同一 值 的 pXp 子 和 矩阵. 

《这 个 定理 也 叫做 用 矩阵 形式 表示 的 抽 尾 原理 . 下 面 证 明 的 
结论 要 稍 强 一 些 :我 们 证 明 一 定 存 在 正 整数 x。 和 no, 使 得 当 m 
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守 m。 和 more 时 ,元 素 局 于 [的 的 任意 一 个 加 xz 矩阵 中 一 定 有 
元 素 为 同一 值 的 pXp 子 矩阵 . ) 

证 明 只 要 取 一 Ap 一 1) 十 1 和 ao 一 Ab 一 1) 十 1 即 可 
保证 元 素 属于 [名 的 任 一 weXxe 失 阵 中 一 定 有 元 索 为 同一 值 的 
pXp 子 短 阵 , 因为 moXno 矩阵 的 每 一 列 有 mo 个 元 ,每 个 元 有 
种 可 能 的 取 值 ,所 以 moXn。 和 矩阵 中 至 多 只 有 如 种 不 同 的 列 . 
根据 抽 屋 原理 ,在 总 共 mo 一 At 一 1) 十 1 个 列 中 一 定 有 户 列 彼 
此 相同 . 也 就 是 说 ,由 这 p 列 组 成 的 mx 户 子 和 矩阵 中 ,每 一 行 的 
元 素 为 同一 值 . 因为 只 有 上 种 值 目 mo=A(p 一 1) 十 1, 仍 由 抽 诗 
原理 可 知 其 中 必 有 p 行 彼 此 相同 ,于 是 这 zp 行 和 #p 列 所 组 成 的 
子 矩 阵 的 所 有 元 素 都 等 于 同一 值 . 0 


和 以 往 一 样 , 对 二 分 图 G,,Gs，… ,Gi, 我 们 把 使 得 关系 
Ks— (GisG2s ns G1) (6) 
成 立 的 数 = 的 最 小 值 叫做 二 分 图 的 拉 姆 塞 数 , 记 成 BRCG, ,G;， 
… ,Gi). 因为 六 中 含有 民 。,s, 故 显然 有 不 等 式 

~ RG ,G) EZBR(G, Ge) (7) 
但 除 (7) 式 外 ,RGGL… Gi) 与 BRCG,,…,G4) 并 无 其 他 已 知 的 
一 般 成 立 的 关系 , 因为 二 者 的 定义 虽然 在 性 质 上 相 类 似 , 但 基体 
方式 很 不 相同 . 而 且 (?) 中 的 等 式 一 般 不 成 立 , 例如 , 当 =2,G 
一 G: 一 天 时, 则 由 定理 3. 3. 2 可 知 RCK1wK1.s) 一 2q; 但 容易 验 
证 BRK Kis)=2g—1. 

一 般 来 说 , 求 二 分 图 的 拉 姆 塞 数 也 很 困难 . 下 面 我 们 讲 一 个 
1975 年 发 表 的 结果 ,从 中 可 以 体会 到 问题 的 困难 所 在 . 要 讨论 
的 问题 可 以 说 是 最 简单 的 非 平凡 情形 ;,G, ==G, 一 下, 求 
BR(G ,G). 这 里 用 天 。。 才 示 这 样 的 mm 十 4 个 点 的 二 分 图 ,其 点 
集 分 拆 成 一 个 普 点 集 4 和 一 个 点 集 汉 ,其 边 集 是 和 (4a,b) :a 
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E4E 呈 .天 .就 是 二 1 个 点 的 星 图 ,而 且 容易 证 明 有 BR 
《Kins 民 1 ) 二 2n 一 1. 再 进一步 就 是 天 :了 . 下 面 要 讲 的 结果 把 
确定 BR(Ks。Rs。) 与 一 个 著名 的 数学 概念 联系 起 来 ,这 个 数 
学 概念 就 是 以 著名 的 法 国 数学 家 阿达 玛 (J, Hadamard,1865 一 
1963) 命 名 的 矩阵 . 


定义 ”一 个 axXpn 的 1, 一 1)- 矩 阵 吾 一 [GyjS2) 电 
做 x 阶 阿 达 玛 矩阵 ,如 果 五 的 任意 不 同 的 二 行 正 交 , 即 当 1&i 
过 jn 时 有 它 pin 一 0， 

不 难 证 明 ,如 果 存 在 = 阶 阿 达 玛 矩阵 , 则 二 = 2 或 4 三 
0Cmod 4), 人 们 猜测 反 过 来 也 对 : 当 n 二 0Cmod 4) 时 一 定 存在 = 
阶 阿达 玛 矩阵 . 这 个 猜测 至 今 尚未 得 到 证 实 . 因为 利用 阿达 玛 矩 
阵 可 以 得 到 区 组 设计 和 其 他 有 意义 的 组 合 结构 ,所 以 上 述 关 于 
存在 x 阶 阿达 玛 矩 阵 的 充 要 条 件 的 猜想 是 当今 离散 数学 的 最 有 
意义 的 未 解决 问题 之 一 . 下 面 要 讲 的 关于 二 分 图 的 拉 姆 塞 数 的 
结果 与 这 个 狂想 有 关 一 一 这 当然 不 是 说 为 确定 所 论 的 一 类 二 分 
图 的 拉 姆 塞 数 必须 依赖 于 某 个 阶 数 的 阿达 玛 矩 阵 的 存在 性 ,这 
类 拉 姆 塞 数 完全 有 可 能 通过 其 他 途径 来 确定 , 面 是 说 明 通过 阿 
达 玛 宅 阵 这 种 组 合 结构 可 以 部 分 地 解决 我 们 的 问题 , 

为 简便 计 ,我 们 把 BR(G,G) 记 成 BCG). 下 面 的 定理 是 贝 
内 基 (L. W. Beineke) 和 许 文 克 (A,J. Schwenk) 在 1975 年 得 到 
的 : 


定理 3.4.3 人 对 任 一 ”之 2 有 B(K2.) 扩 4 一 3， 
(i) 当 w=2 或 n>2 是 奇数 且 存在 24 一 2 阶 阿达 玛 矩 阵 时 ， 
B(Ks.) =4n—3; 
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《ii 如 果 存 在 4 一 4 阶 阿 达 玛 矩阵 , 则 有 B(Ks,,) 之 4n 一 4. 

证 明 《i) 不 等 式 B(K2,,) 志 4n 一 3 可 以 用 50,1)- 抢 阵 的 语 
言 表述 成 下 述 结论 : 

对 任 一 x 之 2, 在 任意 给 定 的 一 个 (4n 一 3)X (4n 一 3) 的 (0， 
1)- 算 阵 M 中 一 定 含有 元 素 全 是 1 或 元 素 全 是 0 的 2Xn 子 入 
阵 ， 

现在 来 证 明 这 个 用 簿 阵 形式 表述 的 绪论. 首先 ,不 妨 设 于 
中 元 素 1 的 个 数 大 于 去 (44 一 3)*( 香 则 可 以 讨论 0) ,这 时 我 们 用 
反 证 法 证 明 M 中 一 定 含有 元 素 全 是 1 的 2Xz 子 抢 阵 . 假设 M 
中 不 含有 元 素 全 是 工 的 2Xz 子 矩 了 跨 , 下 面 用 两 种 方法 来 数 出 1 
中 元 素 全 是 1 的 2X1 子 矩 阵 jz: 的 个 数 . 

《a) 按 行 计数 . 因为 M 中 不 含有 2Xn 的 全 1 子 什 阵 ,所 以 
M 的 任意 二 行 所 构成 的 2X (4n 一 3) 子 短 阵 中 所 舍 .的 个 数 
太一 1; 从 面 M 中 所 含 J2, 的 个 数 所 (mn 一 Cl4n 一 3,2) 二 Cn 一 
1)《4n 一 3) (2n 一 2), 右 端的 数 记 为 # 《a). 

(b) 按 列 计数 . 记 MM 的 第 j 列 中 1 的 个 数 是 gj,1<&j 拟 
4 一 3, 则 M 中 所 含 Js 的 个 数 是 


3 


3 
CdD= 禄 六 da 一 D (8) 
其 中 4n 一 3 个 整数 d, 满足 条 件 


OSdiS tn—3, dM 中 1 的 个 数 ) 之 二 (4m 一 3)*. 不 

难 证 明 , 在 满足 上 述 条 件 的 如 一 3 个 整数 d; 中 , 当 它们 的 总 和 

最 小 旦 尽 可 能 平均 分 布 时 (8) 所 表示 的 值 最 小 . 也 就 是 说 , 当 其 

中 2 一 2 个 避 一 2 一 2:2n 一 1 个 品 一 加 一 1 时, 27CCdi,2) 最 

小 有 而 可 知 中 所 合 的 个 数 之 (2r 一 2)C G24 一 2,2) 十 (如 
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一 1)C(2n 一 1,2), 右 端的 数 记 为 ##(5). 

按 定义 应 有 并 《aq) 之 #(b) ,但 容易 直接 算得 

##《(a) 一 人 一 1)(8o2 一 14m 十 6<< 提 全 》 

一 人 一 1)(822 一 14m 十 7》 

从 而 导致 矛盾 . 结论 GD 证 毕 . 

《ii 我 们 只 要 证 明 下 述 结论 :假设 存在 2* 一 2 阶 的 阿达 玛 矩 
阵 态 ( 注 意 这 时 ”必定 是 2 或 奇数 ), 则 一 定 可 构 作 一 个 (4 一 
4)X( 和 一 4) 的 (1, 一 1)- 和 矩阵 M, 使 得 M 中 不 含 2Xn 的 全 1 或 
全 一 1 的 子 和 矩阵 . (从 而 有 BC(Kz,,)>4n 一 4). 

H —H 

令 wh 可 
那 合 于 所 求 , 证 明 这 一 点 只 要 利用 2 一 2 阶 阿 达 玛 矩阵 太 的 这 
样 一 个 明显 的 性 质 :在 五 的 任意 两 个 不 同 的 行 中 ,同一 列 的 两 
个 元 素 或 者 同 号 ( 即 司 为 1 或 一 1) ,或 者 异 号 ; 同 号 的 列 数 二 异 号 
的 列 数 二 n 一 1, 现 证 M 中 不 含有 2X?* 的 全 1 或 全 一 1 的 子 年 阵 - 

任 取 M 的 第 ;7 二 行 , 设 i<j 如 果 i&24 一 2,j 一 2n 一 2 十 
i 则 这 二 行 的 每 一 列 上 的 元 素 都 异 号 ,结论 显然 成 立 . 再 考察 其 
他 情形 ,我 们 把 MM 中 第 i 和 第 j 二 行 构 或 的 2X (4 一 4) 抢 阵 记 


为 
ul 一， 


< 和 8 分别 是 已 和 一 妃 中 行 标 不 同 的 行 . 因为 "和 有 中 元 素 同 
号 的 列 数 二 元 素 异 号 的 列 数 二 一 1. 所 以 如 设 MEz, 门 中 含有 2 
Xn 的 全 + 子 矩 阵 ( 全 一 1 子 矩 阵 的 情形 与 此 完全 平行 ), 记 
MT[i, 门 的 前 24 一 2 列 中 有 :个 Ja, 则 后 24 一 2 列 中 有 (一 29) 个 
JJ 从 而 前 2 一 2 列 中 一 定 有 (Cn 一 5) 个 一 J4,. 由 此 得 出 < 和 8 
中 元 素 同 号 的 列 数 守 x, 导致 牙 盾 . (G) 证 毕 ， 
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《ii) 可 仿照 (ii) 的 证 明 完成 ,这 里 略 去 . . 0 


最 后 说 明 一 个 有 关 二 分 图 的 拉 姆 塞 定 的 简单 而 有 意义 的 事 
实 . 拉 姆 塞 定理 的 无 限 形式 断言 ,对 点 集 是 的 (无 限 ) 完 全 图 
Ks 的 边 作 任意 的 2- 染 色 后 , 必 有 无 限 子 集 SSN 使 得 Ks 的 边 
都 同色 . 相应 的 “无 限 形式 ”的 结论 对 范 德 瓦 尔 登 定理 却 不 成 立 
( 见 第 二 章 习 题 1), 对 (无 限 的 ) 完 全 二 分 图 Kw,x 来 说 是 否 成 立 ? 
用 (无 限 ) 和 矩阵 的 形式 来 说 ,就 是 要 问 任 一 NXN 的 (0,1)- 矩 阵 
一 -这 里 0 和 1 代表 两 种 颜色 一 一 中 是 否 一 定 有 无 限 子 集 SC 
六 使 得 SXS 的 全 1 或 全 0 子 和 矩阵 ? 下 面 是 说 明 此 结论 不 成 立 
的 一 个 简单 的 例 : 

M 是 NNXN 的 下 三 角 (0,1)- 和 矩阵 


“wx 


M 显然 不 含 行 数 和 列 数 都 无 限 的 全 1 或 全 0 子 矩 阵 ， 

(B) 有 向 图 的 拉 姆 塞 定理 

在 讨论 > 人 集会 问题 时 所 关心 的 是 其 中 二 个 人 是 否 互相 认 
识 , 这 是 一 种 对 称 的 二 元 关系 . 当 我 们 用 个 点 表示 ?个 与 会 者 
后 ,可 以 用 一 条 连 边 {z,y} 来 表示 xz 和 y 互相 认识 , 子 是 如 此 定 
义 的 4 个 点 的 图 完全 有 反映 了 这 个 人 的 这 种 对 称 的 二 元 关系 . 
但 在 很 多 一 一 或 更 多 一 一 场合 下 要 考察 的 二 元 关系 不 是 对 称 
的 . 例如 ,关系 “z 认识 ”就 是 , 这 时 我 们 可 以 用 有 向 图 (directed 
graph ) 来 刻 划 (不 一 定 是 对 称 的 ) 二 元 关系 :用 一 条 有 向 边 (zx， 
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习 来 表示 *“z 认识 y”, 并 用 从 工 到 y 的 一 条 带 箭头 的 边 来 图 示 . 
特别 地 , 当 二 元 关系 对 称 时 ,相应 的 有 向 图 中 有 向 边 (z,y? 和 
(yz) 同 时 存在 或 同时 不 存在 ,这 种 有 向 图 叫 敌 对 称 有 向 图 . 如 
果 把 表示 该 对 称 二 元 关系 的 (无 向 ) 图 记 成 G, 风 表示 同一 对 称 
二 元 关系 的 (对 称 ) 有 向 图 相应 地 记 成 G, 它 不 过 是 把 G 的 每 一 
条 边 {zyy} 都 换 成 一 对 有 向 边 (z,y) 和 (y,z? 后 所 得 ,我 们 在 
3 2.6 的 (A) 中 曾经 讲 到 过 一 类 特殊 的 有 向 图 , 即 竞赛 图 , 它 不 
过 是 把 完全 图 的 每 一 条 边 {z,y} 换 成 一 条 有 向 边 (z,y) 或 (y,z) 
后 所 得 . 如 果 在 个 点 的 一 个 竞赛 图 工 . 中 可 以 把 点 适当 标记 成 
1,2,… oa 使 得 G, 访 是 了 .的 有 向 边 当 且 仅 当 ;< 7 则 把 这 个 了 
叫做 传递 竞赛 图 , 记 成 TT 
图 3 一 6 到 出 了 6 个 有 代表 性 的 5 点 有 向 图 (在 最 后 一 个 图 
KK; 中 ,我 们 把 一 对 有 向 边 * 一 简单 地 表示 成 < 一 ，. 此 
锥 ,一 般 的 有 疝 图 已 , 星 图 D1,. 和 DD, 的 定义 由 图 3 一 6 的 特例 
即 可 想到 ,今后 不 再 说 明 . ) 


女人 从 个 


有 向 图 已 有 向 图 在 1 星 图 Di 明 锣 Pa 


-人 、 CO， 


2 
4 / 关 
竞赛 图 Ts 传递 竞赛 图 TT ” 对 称 完全 图 Ks 
图 3 一 6 
现在 我 们 可 以 来 讨论 关于 对 称 完全 图 的 拉 姆 塞 理论 了 . 读 
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者 可 能 已 经 想到 ,我 们 要 讨论 的 是 下 述 “ 稍 头 关 系 ” 
Kk.—*(D, Dz,* ,Di) (9) 
这 里 的 D,,…,D; 是 个 有 向 图 . 这 个 “箭头 关系 "所 表示 的 意 


思 是 :对 到, 的 (有 向 ) 边 集 作 任 意 万 染色 后 , 必 有 某 个 iE [要 使 


得 天 。 含有 各 有 向 边 都 是 ; 色 的 有 疝 图 D 

我 们 首先 面 对 的 是 下 述 存在 性 问题 ;对 任意 给 定 的 上 个 有 
向 图 Di,Dj，…,D,, 是 否 一 定 存在 数 ,使 得 尺 ,一 (Di, Ds， 
…D 成 立 ? 如 果 这 种 mw 存在 , 则 显然 当 之 mo 时 (9) 成 立 , 从 而 
可 以 明确 定义 (有 向 图 的 ) 拉 姆 塞 数 

RD DD =min {nEN:K, —>(Di DO) 

颇 出 平 意料 的 是 ,在 一 般 情况 下 上 述 存在 性 问题 的 答案 是 
否定 的 ! 事实 上 对 于 很 多 情况 来 说 ,这 种 w 不 存在 . 但 这 个 存在 
性 问题 已 经 完全 沽 清 , 下 面 就 是 结论 . 


定理 3.4.4 设 之 2, DD,Ds,…,Ds 是 上 个 有 向 图 , 则 拉 
姆 塞 数 RCD,,D,,…,D,) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 个 有 向 图 
DD1,D,,…,DD 中 至 少 要 有 上 一 1 个 图 不 含有 任何 有 向 图 ， 

为 了 证 明 这 个 定理 , 先 证 明 下 面 二 个 有 关 竞 赛 图 的 命题 . 

命题 a 不 含有 任何 有 向 图 的 点 有 向 图 DD 一定 含 于 个 
点 的 传递 竞赛 图 TT 之 中 . 

证 明 因为 DD 不 含有 任何 有 向 圈 , 故 易 知 DD 中 必 有 一 点 
,使 得 了 中 没有 形 如 (Cu,v1) 的 有 向 边 .在 也 中 去 掉 点 避 以 及 
与 v 关联 的 全 部 有 向 边 后 得 到 的 > 一 上 个 点 的 有 向 图 记 为 DD， 
二 DD 一 w. DD 同样 不 含有 任何 有 向 圈 , 从 而 它 有 点 wa, 使 得 Pi 中 
没有 形 如 (Gu,v2) 的 有 向 边 . 记 D; 二 D1 一 v, 则 同 理 D, 又 有 点 
vs: 且 Pz 中 没有 形 如 (u,v;) 的 有 向 边 , 如 此 继续 进行 即 可 把 DD 

5. 


欧 n 个 点 标记 成 ,wv，、… ,vas 使 得 D 的 每 一 条 边 必 形 如 (vw;， 
v7) si 并 从 丽 根 据 TT, 的 定义 易 知 它 含有 0 
命题 hb 任 一 2! 个 点 的 竞赛 图 了 :中 一 定 含有 TT。 
证 明 对 "之 2 进行 归纳 法 证 明 .= 一 2 时 结论 显然 成 立 : 因 
为 了 本 身 就 是 传递 的 . 设 x>2. 任 取 了 一 To 的 一 点 w,T 中 与 
vv 关联 的 有 向 边 有 二 类 ,一 类 形 如 (u,v), 叫 wv 的 入 边 ;一 类 形 如 
《az), 叫 的 出 边 , 因 v 的 入 边 和 出 边 个 数 之 和 是 2"! 一 1, 不 
妨 设 vw 的 出 边 个 数 之 2"”*( 相 反 的 情形 可 类 似 论证 ). 令 U= {x: 
(vsw) 是 wv 的 出 边 }, 则 i0 | 之 2 ,再 任 取 UU 的 一 个 2 点子 集 ， 
记 成 Vo, 把 荆 限 制 在 点 集 V。 上 产生 一 个 2 个 点 的 竞赛 图 , 记 
为 TtVo). 按照 妇 纳 假设 ,2 个 点 的 竞赛 图 了 《Vo) 中 合 有 
TT 再 对 这 个 TT 添加 点 2 以 及 wx 一 1 条 边 (v,w) ,其 中 忆 
是 T7。: 的 点 , 即 得 含 于 了 中 的 了 7 0 


定理 3. 4.4 的 证 明 下 面 只 写 出 =2 时 的 证 明 , 即 证 明 如 
下 结论 :“ 对 任意 给 定 的 有 向 图 D, 和 D,, 存 在 数 ， 使 得 去 , 一 > 
《D,,D;) 的 充分 必要 条 件 是 Di 或 D; 中 不 含有 向 圈 .” “ 

必要 性 ， 假设 D, 和 Ds 都 含 有 向 图, 对 任 一 之 2, 我 们 对 
及 .的 边 集 作 这 样 的 红 蓝 染 色 : 有 向 边 (, 力 当 i<j 时 染 成 红色 ， 
而 当 ;>j 时 染 成 蓝 色 (i 关 j,1<i,j<n). 这 时 所 有 红 边 和 所 有 
蓝 边 都 构成 x 点 传递 有 向 图 TT,, 从 而 既 不 含 红 边 的 有 向 图 ,又 


不 仿 蓝 边 的 有 向 贺 . 因 D, 和 DD, 都 含有 向 圈 , 所 以 天 当然 既 不 
含 各 边 红色 的 D1, 又 不 会 各 边 蓝 色 的 刀 :- 


中 此 命题 的 定性 结论 “ 当 m 充分 大 时 任 一 竞赛 图 7， 中 一 定 含有 XT 已 在 
8 2.6 的 (A) 中 证 得 . 这 里 增加 了 定量 结果 . 
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充分 性 : 分 别 记 DD, 和 Ds 的 点 数 为 和 ws, 并 设 DD 不 含 
有 向 圈 . 令 一 R(2" ,ns) , 现 证 


K,——(Di,Ds) 


成 立 . 
假设 基 . 的 边 集 已 红 、 蓝 染色 , 则 根据 其 中 红色 有 向 边 可 以 


确定 一 个 (无 向 ) 图 G:G 的 点 集 和 天 . 的 相同 ,都 是 [x]= {1,2， 
… nn}s fis 放 是 G 的 边 当 且 仅 当 二 条 有 向 边 (is 放 和 (j, 四 中 至 少 
有 一 条 是 红色 的 . 因 G 的 点 数 是 4 一 RC2"! ,ms). 根据 拉 姆 塞 定 
理 ( 简 式 的 等 价 表示 方式 ), 下 述 (1) 和 i) 中 至 少 有 一 个 成 立 : 
(DG 中 含有 Km 
Gii G 中 有 个 两 两 互 不 关联 的 点 . 
但 易 知 有 下 述 推理 ， 

Gi) 成 立 一 > 天 。 中 含有 各 有 向 边 都 是 蓝 色 的 天 ,一 一 天 ,中 
舍 各 边 蓝 色 的 De; 

人 成 立 一 ~ 六, 中 含有 各 边 都 是 红色 的 沉 赛 图 Tm-! 一 
Tm-! 中 含有 TT 一 TT 中 含有 D, 一 >KK, 中 含 各 边 红色 的 
D. 

充分 性 得 证 . 

>>2 的 情形 可 类 似 地 证 明 . 0 

从 定理 的 证 明 还 可 以 得 到 下 述 定 量 结 论 . 

推论 设 DD,D,…,Di 是 之 2 个 有 向 图 . 记 D; 的 点 数 是 
(i 一 1,2,… 8), 如 果 DD ,…，,D_1 都 不 含有 向 图 , 则 RCD,,…， 
DD 存在 ,而 且 有 

RD DYER De, a) 0 

可 以 预料 ,在 其 存在 的 情况 下 确定 有 向 图 的 拉 姆 塞 数 也 一 
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定 很 难 . 事实 上 已 确定 的 数 很 少 . 这 里 证 明 一 个 简单 的 结果 ,这 
是 关于 有 向 星 图 D1, 或 D.: 的 拉 姆 塞 数 , D,,. 和 D.. 的 定义 从 图 
3 一 6 所 未 的 Di 和 Ds. 自明 ,它们 显然 都 不 含有 向 圈 , 从 而 相应 
的 拉 姆 塞 数 必 存 在 . 


定理 3.4.5 设 r,n 是 任意 给 定 的 正 整 数 , 则 有 
R(Dins D1) —R(Di.ns Da) =R(Ds Dn) —mtan, 
证 明 根据 定义 不 难 证 明 等 式 
RDins D1) RD Dt) 
成 立 . 和 确定 所 有 类 型 的 拉 姆 塞 数 一 样 ,下 面 分 两 步 证 明 
RDi,a ,Dis) 一 及 (Di 一 加 十 和 
GD RODi.m D1) s ROD ns Di) Em. 


设 民 4. 的 有 向 边 集 已 作 红 、 落 染色 ,把 这 zw 十 a 个 点 和 所 
有 红 ( 有 向 ) 边 构成 的 有 向 图 记 成 ,把 这 m+ 个 点 和 所 有 蓝 
边 构成 的 有 向 图 记 成 D' ,对 一 点 x, 把 < 在 DD 中 出 边 的 个 数 称 
作 = 在 只 中 的 出 度 , 记 成 导 (z); 对 称 地 ,把 在 中 的 入 边 个 
数 称 作 z 在 D 中 的 入 庆 , 记 成 d5 (z). 那 来 现在 要 证 明 的 结论 
是 : “或 者 有 一 点 = 使 得 由 (z)2>ms 或 者 有 一 点 y 使 得 
和 5 (yn, 又 有 一 点 z 使 得 d5 (z)> ”下 面 是 这 个 结论 的 证 
明 . 

不 妨 设 zz 对 天 -的 一 点 z, 它 与 天 。: 中 另外 za 一 1 
个 点 的 关联 情况 共有 下 列 (a), (b),(c),(d)4 种 可 能 ( 见 图 3 一 
7?), 其 中 红 边 和 蓝 边 分 别 用 实 边 和 碟 边 表示 ,它们 中 与 点 天 按 
情况 Ca), (by, (c),(d) 关 联 的 点 数 分别 记 为 a(x) ,bz),c(z》， 
dlz). 

因为 也 中 各 点 的 出 度 之 和 等 于 也 中 各 点 的 和 人 度 之 和 , 故 刀 
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并 by x pe 
pe ， 7 
7 , 
’ 到 ’ 
2 / 7 
+: ’ * 
) (by (©) cd) 


用 3 一 7 
中 一 定 有 一 点 zx, 它 的 出 度 若 (a) 六 入 度 d5 (uw), 把 x,y,z 都 取 
成 zx 即 合 于 结论 的 要 求 . 因为 对 (ae) 一 az) 十 ca) ds (ww) 二 
BC) tHe) ,到 Ga 一 5 十 de，d5 (w)=alw)+adlu). 故 
d$ (Wd5 (0)—>alu) bu). 

又 因 王 列 等 式 显然 成 立 

al) tu) +e) +d) =m+n—1. 
所 以 或 者 有 alx) 十 clw) 二 5 (w) 之 m; 或 者 有 6bCu) 十 dla)= 
于 (0) 之 n， 从 而 又 有 d5 《wD)==a(u) 十 d(w) 之 p(w) 十 d (wn. 

《ii REDin D1) RCD ,ns Dn)>m+tn—1. 


我 们 给 出 ,的 一 个 红 、 蓝 边 染色 ,使 得 在 由 所 有 红 边 
构成 的 mw 十 x 一 1 个 点 的 有 向 图 马 中 的 每 一 点 的 出 度 一 入 度 二 
加 一 1; 又 使 得 在 由 所 有 蓝 边 构成 的 有 向 图 D' 中 的 每 一 点 的 出 
度 一 入 度 一 * 一 1. 这 个 染色 即 证 明了 结论 (ii), 现 具体 给 出 这 个 
染色 . 

记 站 .4 的 点 集 为 (0,1，… ,zm 十 一 2). 对 任意 一 点 i, 与 i 
关联 的 红色 出 边 集 是 

{让 :与 i 十 i 十 2 十 m 一 1 模 m 十 n 一 2 同 余 }; 
红色 入 边 集 是 
人 (下) 站) 混 与 i 十 nsi 十 2 十 li 十 Mm 十 一 1 模 到 十 2 一 2 同 余 }. 
所 以 d$ (DD)=qd5 (=m—1. 


Ga 


99。 


从 而 又 有 中 (站 一 d5 G0)=(m 十 n 一 2) 一 Cm 一 由 一 n 一 1 
由 GD (ii? 即 得 定理 9 


对 给 定 的 图 G,,… ,Gi :如果 把 第 头 关系 
天 ,一 (GuGe) 

叫做 完全 图 的 拉 姆 塞 性 质 , 那 末 对 可 以 不 是 完全 图 的 下 来 说 ， 
箭头 关系 

下 一 >~(G Go (4) 
可 以 相应 地 叫做 非 完全 图 的 拉 姆 塞 性 质 , (4) 的 含义 已 在 § 3.4 
开头 明确 写 出 由 于 (4) 中 的 图 下 可 以 变化 万 干 , 而 其 图 论 性 质 
又 必须 受到 给 定 的 图 G,,… ,Gi 的 制约 , 故 (4? 的 内 涵 非 常 丰富 . 
和 前 面 凡 节 的 内 容 比 起 来 ,所 涉及 的 问题 不 仅 更 为 多 次 多 彩 , 也 
更 加 深刻 和 困难 . 作为 图 的 拉 姆 塞 理 论 的 最 后 一 个 内 容 , 我 们 对 
此 选 讲 三 类 问题 ， 

(A) 存 在 性 问题 

这 类 问题 所 研究 的 是 :对 给 定 的 二 个 图 G1,Gs,…,Gi, 是 否 
存在 满足 若干 限制 条 件 的 图 已 使 得 关系 (4) 成 立 ? 问题 的 关键 
和 奥妙 主要 在 “满足 若干 限制 条 件 ” 这 个 要 求 上 . 我 们 先 用 一 个 
很 有 意思 的 具体 例 于 来 说 明 ， 

首先 定义 一 个 图 论 参 数 : 设 图 G 中 含有 完全 图 天 ,但 不 售 
有 sn; 则 定义 G 的 点 团 数 为 mr, 记 成 w(G) 二 m. 显然 ,完全 图 
KK, 的 点 团 数 w( 天 .) 一 2 任意 一 个 树 图 了 的 点 团 数 w(T) 一 2. 点 
团 数 密 切 联系 着 完全 图 ,从 而 与 拉 姆 塞 定理 有 关 . 对 任意 给 定 的 
图 G 和 殖 , 一 方面 根据 拉 姆 塞 定 理 可 知 , 若 图 忆 的 点 团 数 w(P) 
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之 RCG,HH), 则 一 定 有 一 (G, 玉 ); 另 一 方面 ,如 果 图 下 使 得 FF 
一 (G, 理 ) 成 立 , 则 由 定义 可 知 下 必须 满足 a(F) 之 max{w(G)， 
w( 吾 )j}. 最 简单 的 非 平 几 情 形 是 G= 厂 二 K,, 这 时 FF 一 > (Ks， 
天 9) 成 立 的 充分 条 件 是 oCF) 之 RC(K,,Ks) 二 6, 即 图 下 中 含有 
K。: 面 同一 关系 成 立 的 必要 条 件 是 mo(F) 之 w(K,) 一 3. 充分 条 件 
和 必要 条 件 的 上 述 差 距 十 分 鲜明 ,这 激发 起 人 们 的 探索 精神 ,于 
是 发 生 了 下 面 这 段 历史 故事 ， 

爱 尔 多 思 和 另 一 位 印 牙 利 数学 家 哈 伊 那 尔 (A. Hajnal) 最 
早 注意 到 前 面 所 说 的 差距 . 他 们 在 1967 年 提出 了 试图 弄 清 楚 这 
个 差距 的 实质 的 第 一 个 问题 ;是 否 存 在 图 G, 其 点 团 数 
wlG)<6; 但 G 一 >(K;,K,) 成 立 ? 1968 年 ,格雷 毛 姆 找到 了 这 
个 问题 的 一 个 巧妙 的 正面 解答 . 格雷 厄 姆 找到 的 是 一 个 有 8 个 
点 的 图 G, 它 的 结构 很 简单 :G 是 从 下 中 去 掉 构成 一 个 5 边 形 
图 Cs 的 5 条 边 后 所 得 的 图 , 故 可 简 记 成 G=Ks 一 C;( 见 图 3 一 
8). 这 个 图 G 具有 三 个 性 质 :(Dw(G)=5;@G 一 >(K;s,K，);@ 
从 G 中 再 去 掉 任意 一 条 边 后 所 得 的 图 G' 不 再 有 关系 G' 一 > 
(Ks,Ks). 因为 图 Ks, 一 Cs 不 大 复杂 ,所 以 每 一 位 认真 的 读者 都 
能 自己 证 明 @). 


围 3 一 8 Ka 一 Cs 


故事 出 现 了 第 一 个 高 潮 , 但 并 非 就 此 结束 . 因为 格雷 尼 姆 找 
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到 的 图 G 的 点 团 数 是 5, 人 们 继续 穷 源 渊 流 ,探索 能 否 找到 这 样 
的 图 下 : 它 使 得 一 >(K;, 民 ;) 戌 立 , 但 wo(P) 一 3? 福 克 曼 (就 是 
在 $2.2(G) 中 提 到 的 那 位 ) 使 用 高 度 技巧 找到 了 一 个 这 样 的 图 
到 . 他 的 这 个 结果 发 表 于 1970 年 ,而 他 本 人 已 在 1969 年 不 幸 天 
亡 ,终年 仅 31 岁 , 福 克 曼 找到 的 图 FF 具有 性 质 DDw(F)=3, 各 @ 
下 一 >(KssK3), 但 上 显然 不 具有 前 面 提 到 的 裙 雷 厄 姆 找到 的 
图 G 的 那 种 “ 极 小 性 ”@. 而 且 实 际 情 况 正 好 相反 ,这 个 图 下 的 
点 数 异 常 之 大 ,用 8 2. 3(4) 中 所 讲 的 阿 克 曙 层次 来 表示 的 话 , 书 
的 点 数 大 于 A.(2"), 即 第 4 层 函 数 A,(n) 当 一 2" 时 的 值 ! 我 
们 已 经 知道 函数 A.Ca) 递 增 得 非常 非常 快 ,这 里 的 自 变量 的 
值 2”>>10" 本 身 也 非常 之 大 (作为 比较 ,我 们 来 看 下 述 体现 字 
宙 的 空间 尺度 的 数 : 人 类 在 宇宙 中 目前 能 观测 到 的 最 远 的 星系 
距离 地 球 不 到 100 亿 光 年 10*cm; 构 成 物质 的 基本 粒子 的 直 
径 约 等 于 10-em. 设想 一 个 各 边 长 为 400 亿 光 年 的 大 立方 体 
作为 宇宙 的 范围 , 则 其 中 可 以 不 相 重 盖 地 放 入 边 长 是 10 "em 
的 小 立方 笨 的 个 数 小 于 10”), 所 以 福 克 曼 所 找到 的 图 的 点 数 
确实 非常 非常 之 大 . 为 此 , 爱 尔 多 思 悬 赏 100 美元 给 找到 点 数 小 
于 一 百 万 ( 即 10') 而 具有 前 述 性 质 吕 和 回 的 图 下 的 人 .后 来 , 客 
雷 厄 姆 又 在 1979 年 出 版 的 4 拉 姆 塞 理论 初 阶 } 一 书 中 戏剧 性 地 
提出 了 这 样 的 猜想 ,“ 爱 尔 多 思 愿 意 付 给 找到 具有 性 质 中 各 @ 的 
v 个 点 的 图 者 1000/ 叶 美元 .” 

福 克 曙 在 他 的 那 篇 去 世 后 发 表 的 论文 中 还 证 明了 更 强 的 结 
果 :“ 对 任意 的 正 整数 m 送 xn 之 3, 存 在 图 G 使 得 4(G) 一 m,G 
一 (Ka,KK.). "我们 把 

G—*(H,H,,H) 
到 
简 记 成 G 一 >《H),. 则 用 福 克 曼 的 方法 不 能 证 明 结论 “对 任意 
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给 定 的 上 > 2 ,存在 图 G 使 得 w(G)=3,G 一 >(K3)i. ”捷克 数学 
家 耐 斯 特 利 (J. Nesetiil) 和 洛 德尔 (V. R56dl) 在 1973 年 证 明 这 
个 结论 成 立 ,他 们 二 人 还 得 到 了 图 的 拉 姆 塞 理 论 的 一 系列 深刻 
结果 ,本 节 的 最 后 一 部 分 会 讲 旬 一 些 ,而 与 这 里 所 讨论 的 问题 直 
接 有 关 的 一 个 结果 是 : 


定理 3. 5.1 《〈 耐 斯 特 利和 洛 德尔 ,1976) 对 任意 给 定 的 
个 图 G,,G:，…,Gu 一 定 存在 图 下, 使 得 
“(PF)—rmaxe(G),F 一 (GOD). a 
这 个 定理 给 出 了 上 而 所 说 的 故事 的 一 个 完满 结局 . 


当然 , 绝 大 部 分 存在 性 问题 不 会 有 上 述 那 样 的 完满 结果 . 这 
里 列举 一 类 尚 待 探 索 的 存在 性 问题 ,有 的 文献 把 它 叫做 盖 尔 文 
《Galvin) 类 型 问题 ,其 具体 提 法 是 : 

“对 给 定 的 一 个 图 六 ,用 严 (X) 来 记 所 有 不 含 X 的 图 的 集 
合 . 是 否 对 任 一 GEF(X) 一 定 存在 FEF(X) 使 得 FF 一 >*(G， 
G)?” 

当 避 一天。 时 ,天 (X) 就 是 点 团 数 小 于 m 的 图 的 集合 , 福 克 
曼 的 一 般 结果 给 出 了 相应 的 盖 尔 文 问题 的 肯定 回答 . 

并 不 是 对 每 个 图 又, 相应 的 盖 尔 文句 题 都 有 肯定 回答 , 例 
如 ,已 经 发 现 当头 =K, 一 e( 即 匀 是 在 KK, 中 去 掉 一 边 后 所 得 的 
4 点 图 ) 时 ,有 这 样 的 GE F(X) 使 得 不 存在 FEFC(X) 具 有 性 质 
下 一 >(G,G)， 即 这 时 的 盖 尔 文 问题 有 否定 回答 , 而 对 大 量 的 XX 
来 说 ,相应 的 盖 尔 文 问题 至 今 没 有 明确 的 (肯定 或 否定 ) 回 答 ,X 
=C 就 是 这 种 不 确定 情形 的 一 个 简单 例子 . 


(B) 与 图 论 参数 相 结合 的 拉 姆 密 数 
图 召 的 点 团 数 w( 召 ?显然 有 这 样 的 性 质 :如 果 五 中 含有 图 
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于 , 则 ww(B ), 因 此 对 任意 给 定 的 图 G ,Ga，…G， 可 以 
定义 数 

RG Gar GD) =min(w(H): H (GG ,G0). 
拉 姆 骞 定理 保证 了 图 集 { 玉 :太一 (G1,… ,Gs)) 非 空 ,而 w 的 上 
述 性 质 又 肯定 了 RG,,… ,Gi) 的 定义 是 合理 的 ,这 个 定义 可 以 
毫 不 费力 地 推广 到 其 他 的 图 参数 . 

设 UH) 是 图 右 的 某 一 种 图 论 参 数 ,如 果 9 有 这 样 的 性 质 ， 
图 五 中 含有 图 H' 一 >0(H) 之 8(H'). 则 对 任意 给 定 的 图 G1， 
Gz，… ,Gas 可 以 定义 数 

Re(G1 ,G2 GO) =min{O(H) :五 一 (GeGD} 
称 Re(G1，…,G,) 是 关于 参数 9 的 拉 姆 塞 数 . 

巨 的 点 团 数 mCH) 是 这 种 参数 ,其 他 常见 的 参数 有 7(H) 
(五 的 点 数 );eCH)(H 的 边 数 );X(CH)CH 的 点 色 数 一 一 即使 得 
巨 的 点 集 V 具有 正常 的 和 染色 的 最 小 正 整 数 . 而 所 谓 VV 的 一 
个 正常 的 和 染色 ,就 是 这 样 的 & 染 色 f:V 一 [J], 它 使 得 V 中 
任意 二 个 相关 联 的 点 x 和 y 的 染色 (zx) 关 J(y), 可 参见 § 2.6 
CC) 中 关于 超 图 的 色 数 的 定义 , 当 把 图 及 看 成 超 图 时 ,XC 有 HH) 正 
是 那里 定义 的 超 图 色 数 ) 等 等 . 

对 点 团 数 w 来 说 ,由 定理 3. 5. 1 可知 有 

RGuGr OG) = Mase), 
对 点 数 7 来 说 ,由 定义 易 知 有 
Ry G1,Gi" G0) RG Ga Gs). 

对 点 色 数 XY 和 边 数 。 来 说 ,相应 的 拉 姆 塞 数 Rz 和 R. 远 没 

有 得 到 像 R。 那样 的 完满 结果 ,下 面 证 明 两 个 相应 的 简单 结果 . 


定理 3. 5.2 对 任意 给 定 的 正 整数 坟 ,n 之 2, 有 
RAKns Ke) =Rmsn). 
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证 明 记 愉 mm) 一 ~ 因 天 ,一 >(R。 天 ,), 故 由 定义 可 知 
Raz( 民 ,天 .) SX(K) 二 r, 下面 再 证 明 Rr( 开 。, 天 >>r 一 1, 后 一 
不 等 式 等 价 于 这 样 的 图 论 命题 : 若 图 厂 的 点 色 数 X(H) 志 7 一 1， 
则 五 一 (Ka, K,) 不 成 立 ; 或 者 涪 ; 若 XCEDsr 一 1, 则 有 如 
的 边 集 的 红 、 蓝 染色 ,使 得 瑟 既 不 含 全 是 红 边 的 KK, 又 不 含 全 
是 蓝 边 的 KK,, 现 证 后 一 说 法 成 立 . 

因 XCBD)sr 一 1, 故 互 的 点 集 六 有 正常 的 (r 一 1)- 染 色 , 即 
了 可 以 分 拆 成 子 集 Yi,7。 ,V1, 其 中 每 个 点 集 V; 中 的 点 在 
五 中 两 两 不 关联 . 又 按照 数 一 RCK。 ,KK,) 的 定义 ,及 ,-! 的 边 
集 的 一 种 红 、 蓝 染色 ,使 得 玉 ,-: 中 既 没 有 全 是 红 边 的 玉 。, 又 没 
有 全 是 蓝 边 的 .把 下, 的 7 一 1 个 点 记 成 1,2,…,r 一 .我们 
可 以 给 出 本 的 边 集 的 一 个 合 于 所 求 的 红 、 蓝 染色 ,具体 定义 为 : 
对 玉 的 任意 一 条 边 {z,y), 如 果 xEV;,yEVi, 则 把 这 条 边 {zx， 
>} 染 成 KK,-1 中 的 边 {i, 让 的 色 . 显然 ,KK,_! 中 没有 全 是 红 ( 蓝 ) 边 
的 KK。(K,) 蕴 涵 五 中 没有 全 是 红 ( 蓝 ) 边 的 天。(K.). 图 论 命题 
得 证 . 0 

同 理 可 证 上 述 定理 的 推广 : 

定理 3. 5. 2 对 任意 给 定 的 & 泣 2 个 正 整数 mm yn， ,m4 之 
2, 有 


RKas Kos Ks) Rn sna sh). 0 


定理 3.5.3 对 任意 给 定 的 正 整数 mw,n 实 2, 记 rr 二 R(m， 
n). 则 有 
RCRK-,KJ 一 e(KD 一 去 rr 一 1) 
证 明 从 定义 易 知 有 R.(K。,K.) 人 elK,). 又 根据 定理 
3. 5, 2 可 知 下 述 推理 成 立 ， 
H—(KuK)—>X(H)r. 
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现在 再 证 明 ,如 果 X( 再 ) 记 ", 则 HB)2>r, 且 瑟 的 每 一 点 至 少 与 
7 一 1 个 点 关联 ,从 而 (有关 二 rtr 一 1 这 是 一 个 关于 点 色 数 
的 简单 命题 ,其 证 明 如 下 . 

在 如 中 去 掉 一 点 2 以 及 与 上 关联 的 所 有 边 后 所 得 的 图 记 
为 在 一 “显然 有 X( 在 一 wyX( 和 六), 如 果真 中 有 点 u 使 得 x 
(站 一 ;一 X( 往 ), 则 考察 图 声 一 wx. 如 果真 一 u 中 有 点 ww 使 得 


8 一 一 ww) 一 X( 丰 一 w) =X( 直 ), 则 再 考 竺 图 声 一 x 一 ww 如 
此 进行 ,一 定 在 相继 去 掉 若 干 个 (可 能 有 的 ) 点 ,ww ，*… 后 得 到 


图 站 ,让 的 点 色 数 XC 让) 二 Xx( 应 ), 但 在 自 中 去 掉 任 意 一 点 包 后 
所 得 的 图 真 一 w 的 点 色 数 X( 育 一 z)<<X( 艳 ) 一 2 万 ), 我 们 证 
明 吉 中 每 一 点 至 少 与 -1 个 点 在 让 中 关联 .假设 不 然 ,让 中 有 
点 ,而 应 中 与 中 关联 的 点 数 <r 一 1. 因 为 X( 自 一 w) 所 7 一 1， 
故 如 一 吧 的 点 集 可 以 分 拆 成 r 一 1 个 于 集 了 ij。…Y, -其 中 
每 个 点 集 V 中 的 点 在 丰 中 两 两 不 关联 , 而 由 zw 的 性 质 可 知 一 


定 有 某 个 点 集 Yi 使 得 w 与 yi 中 的 每 一 点 都 不 关联 . 这 样 各 的 
点 集 可 以 分 拆 成 > 一 1 个子 集 了 to 入 Yir 


V1， 这 个 分 拆 给 出 了 在 的 点 集 的 一 个 正常 的 0 一 1) -染色 ,从 
而 有 X( 声 )<r 一 ,与 X( 癌 ) 一 X( 右 )>>r 水 慎 ， 
所 以 在 一 "(Ks KeCBD> rr D), 0 


定理 3. 5. 3 网 样 不 难 推广 如 下 ， 
定理 3.5.3 对 任意 给 定 的 kz>2 个 正 整数 mypmz， ,m4 之 
2, 记 > 一 Ra ma), 则 有 


RK Ko) ek) rr). 0 
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认真 的 读者 会 注意 到 ,定理 3.5.2 和 3. 5. 3 实际 上 所 说 明 
的 无 非 是 这 样 的 “并 不 意外 ”的 结论 ;在 使 得 互 一 CK。,K.) 成 
立 的 所 有 图 五 中 ,不 但 以 天 ,一 一 这 里 > 一 R(K。 天 一 一 的 点 
数 最 小 ,而 且 也 以 ,的 点 色 数 和 边 数 为 最 小 . 这 个 虽然 “并 不 
意外 ”的 结论 并 不 理所当然 地 成 立 , 这 旬 话 可 以 从 两 个 方面 来 理 
解 . 首先 ,这 个 结论 并 不 对 每 一 种 图 论 参数 都 成 立 ,定理 3. 5. 1 
就 说 明了 这 一 点 :对 图 的 点 团 数 名 来 说 ,R。(K。,K,) 一 max{m， 
nz} ,而 并 不 等 于 K; 的 点 团 数 ~; 其 次 ,对 于 点 色 数 和 边 数 来 说 ， 
当 (G1,Gz) 关 (Ks, 下,) 时 这 个 结论 也 不 一 定 成 立 . 例如 , 当 G1 二 
Gs 二 PP, 时, 晶 然 RCP,,P1)=5, 但 在 使 得 玉 一 * (P,P) 成 立 
的 所 有 图 如 中 ,并 不 以 天 , 的 点 色 数 X(Ks) 一 5 和 边 数 seCKs) 一 
10 为 最 小 ,事实 上 如 取 五 = 天 s 一 P,( 即 在 天 * 中 去 掉 构成 P, 的 
4 条 边 后 所 得 的 5 点 图 ), 则 可 以 验证 天 :一刀 一 一 (P,P) 成 
立 ,但 XY(K; 一 P,)==3,e(Ks 一 Po) 一 7. 发 生 这 种 情形 确实 应 该 说 
成 是 “并 不 意外 ”的 ,因为 数 RCG, ,Gs) 是 使 得 Ki 一 >(G,,G:) 成 
立 的 最 小 正 整数 !, 这 里 箭头 左边 只 限于 完全 图 :而 数 Re《G,， 
Gz) 是 使 得 女 一 一 (Gi ,Gz) 成 立 的 任 一 图 态 的 参数 9( 召 ) 的 最 
小 值 ,所 以 一 般 地 只 能 表 定 有 Re(G1,Gs)<<0(K,), 这 里 的 +r 一 民 
(Gu G:), 面 县 在 多 数 情 况 下 会 有 严格 不 等 式 RCG,G2) 过 
9(K,) ,确定 ReCGl,G:) 也 会 比 确定 R(G, ,Gs) 更 困难 . 

(C) 关 于 导出 子 图 的 拉 姆 塞 定理 

图 GG 的 点 集 和 边 集 通 常 分 别 记 为 VCG) 和 VCH). 我 们 一 
直 在 讲 的 “图 G 含有 图 ”这 人 句 话 ,也 可 以 说 成 “H 是 G 的 于 
图 ”0, 它 的 意思 是 VCH)EV CG),ECH)YCE(G), 如 果 G 的 子 


外 更 精 净 地 说 ,二 者 并 不 全 同 .“G 含有 HH” 的 意思 是 “G 有 辐 构 于 五 的 子 
图 ”. 我 们 这 里 把 二 个 同 构 的 图 袖 作 等 同 . 
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图 豆 还 具有 这 样 的 性 质 : 忌 的 任意 二 点 + 和 y 在 玉 中 关联 的 
充 要 条 件 是 z 和 yy 在 G 中 关联 ; 即 xz,yEV(H),{z,y) EEC(G) 
一 > {x,y) EE(H) ,或 者 说 子 图 召 是 图 G 在 其 子 点 集 VC(H) 
上 的 限制 . 这 时 把 子 图 五 叫做 图 G 在 其 子 点 集 V(H) 上 的 导出 
子 图 ,在 不 强调 五 的 点 集 时 ,简称 互 是 G 的 导出 子 图 .例如 ,四 
边 形 图 C, 是 K; 的 子 图 ,但 不 是 导出 子 图 ;而 天 :是 C 的 导出 
子 图 . 

迄今 我 们 扩 讨 论 的 都 是 关于 子 图 的 箭头 关系 了 一 >(G， 
… Gx). 70 年 代 中 期 以 来 ,数学 家 开始 研究 关于 导出 子 图 的 强 
科 头 关系 


F>—*(G, ,G0). 
其 定义 为 :“ 对 图 下 的 边 集 的 任 一 染色, 一定 有 某 个 i€ [8]， 
使 得 F 中 有 各 边 都 是 i 色 的 导出 子 图 Gi. ”从 定义 不 难看 到 下 面 
的 推理 成 立 : 

(GD 一 > 下- GD 

Fo (Ka KSF (Ks, Ky). 


. 从 表 面 上 看 ,把 “一 ”加 强 为 “一 >" 很 自然 .但 这 仅仅 是 指 
它们 的 定义 ,在 内 容 上 ,后 一 关系 成 立 的 条 件 要 苛刻 得 多 . 人 们 
在 提出 强 箭头 关系 这 个 概念 时 就 提出 了 在 最 一 般 的 意义 下 的 存 
在 性 问题 , 它 远 不 是 已 知 结果 的 比较 直接 的 推论 ,而 是 一 个 新 的 
拉 姆 塞 图 论 问题 . 这 个 问题 最 终 由 多 勃 (W. Deuber) 以 及 耐 斯 特 
利和 洛 德尔 分 别 用 不 同 的 方法 给 出 了 肯定 回答 : 


定理 3. 5. 4 ”对 任意 给 定 的 4 个 图 Gi,G,,…,G, 一 定 存在 
图 上 ,使 得 一 (G1,Gz，…,Ge) 威 立 0 
这 是 一 个 很 深刻 的 定理 . 在 前 面 提 到 过 的 专著 《 拉 姆 塞 理 
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论 ) 中 有 了 耐 斯 特 里 和 洛 德尔 在 1978 年 给 出 的 简化 证 明 , 该 书 是 
这 样 来 形容 这 个 证 明 的 :“( 这 个 证 明 ) 确 实 不 同 凡响 . 在 拉 姆 塞 
理论 中 没有 哪个 结果 (的 证 明 ) 动 用 了 像 它 所 用 的 那么 多 技巧 ,” 
所 以 我 们 必须 在 这 一 章 里 明确 地 表述 这 个 深刻 的 结果 ,但 又 难 
以 给 出 其 证 明 . 

除了 存在 性 问题 外 ,我 们 可 以 把 关于 “一 ~” 的 每 一 类 问题 
平行 地 转变 成 关于 “一 ”的 问题 . 例如 ,对 于 (C8) 中 所 说 的 那 种 
图 论 参 数 9, 我 们 可 以 定义 数 

RolGis ,GD =min{O(F) :> (Ge ,G8)). 

耐 斯 特 利和 洛 德尔 证 明了 下 述 结论 : 


定理 3. 5.$ 对 任意 给 定 的 个 图 G.,G,…,G, 有 
RG Ga GY) ERG Gs ,G1) 
六 (GyG ,G0) = RG Ge ,G0). 日 
这 个 定理 中 肯定 了 二 Rs 至 少 当 9 是 点 团 数 w 和 点 色 数 
x 时 成立 但 演 是 信 竺 下 的 人 当 0 是 最 简单 的 图 论 参数 一 一 
图 的 点 数 y 时 情况 就 变 得 复杂 了 . 一 方面 显然 有 
Rr(G1s°%sG)—= RG G8) 
但 对 局 所 知 极 少 . 例如 , 当 G 是 4 点 图 Ki,s 十 ce 时 , 即 G 是 在 4 
点 星 图 Ki.* 的 某 二 个 末端 点 之 间 加 一 连 边 后 所 得 的 图 ,可 以 求 
得 RG,G)=7, 但 猜想 启 (G,G)>RCK,,KK,,) 二 18. 一 般 地 , 爱 
尔 多 思 曾 提出 下 述 尚未 得 到 解答 的 难题 : 
“ 设 n>4, 是 否 有 点 图 G 使 得 
RGO RK Ks)?” 


以 上 简单 介绍 的 三 类 问题 只 是 图 的 拉 姆 塞 理论 中 一 部 分 易 
于 表述 的 内 容 , 由 于 这 个 论题 是 拉 姆 塞 理论 和 图 论 的 交汇 ,所 以 
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内 容 十 分 丰富 , 它 同 时 是 这 两 种 理论 十 分 活跃 的 一 个 研究 领域 ， 
这 一 节 所 讲 的 不 多 的 问题 和 定理 只 能 说 是 非常 粗略 的 反映 , 整 
个 第 三 章 也 是 如 此 ， 


习 题 
4. 证明 RCC4,CO)=6. 
2. 证 明 不 等 式 RG, 入 ) 之 min{R(G,G) ,RC(H ,日 )) 一 般 不 成 立 (提示 : 令 G 
=Ps,H=K1). 
证 明 在 握 阵 形式 的 拍 层 原理 (8 3. 4C4)) 中 ,可 有 mo=k(p 一 1) 十 1wm6 一 
Comos 户 凌 (p 一 1) 十 1 而 结论 仍 成 立 . 
. 设 4 一 3 个 整数 4d,( 二 1,2,…,4m 一 3) 满 足 条 件 


Ea 


A 


0<4j< 如 8,204j> 吉 (4n 一 8)*, 则 有 

ts 

之 二 ia 一 D>(2z 一 2C(2a 一 2 2 二 (2a 一 DCCn 一 12). 
《参见 定理 3. 4. 3 的 证 明 ) 

5. 补 出 定理 3. 4. 3 中 (ii 的 证 明 . 

6. 补 出 定理 3.4.4 的 推论 的 证 明 . 

7. 证 明 RCDisDin)=R(D,s Da 

8. 证 明 8 3.5{4) 中 的 图 G=Ks 一 Cs 具有 性 质 四 @@@( 参 看 图 3- -8). 

9, 补 出 定理 3. 5.2 和 定理 3. 5. 3' 的 证 明 . 

10. 证 明 大 * 一 已, -一 =CPuyP， 
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.第 四 章 ” 改 氏 拉 姆 塞 理论 


8 4.1 一 个 平面 几何 问题 、 


和 问题 :对 平面 上 所 有 点 任意 -染色 后 ,是否 一 定 有 同色 的 
二 点 ,它们 之 间 的 虐 离 是 单位 长 1? 

上 一 2 时 很 容易 作出 肯定 回答 :在 平面 上 任 取 一 个 边 长 是 1 
的 等 边 三 角形 , 它 的 3 个 顶点 中 必 有 二 点 同色 .&= 3 时 ,回答 也 
是 肯定 的 :在 平面 土 任 作 一 个 如 图 4 一 1 所 示 的 和 
7 点 11 边 构图 ,其 中 各 边 之 长 都 是 1, 则 必 有 一 
边 的 二 个 端点 同色 . 因 若 每 一 边 的 二 端点 都 不 
同色 , 设 点 4 是 1 色 . 则 点 B.C 分 别 是 2.3 色 ， 
从 面 点 是 1 色 ; 同 理 点 G 也 是 1 色 , 导 致 巴 
盾 . 


力 4 一 1 


还 可 以 证 明 & 一 ? 时 的 回答 是 否定 的 ,我 们 用 平面 上 的 这 样 

的 构图 来 证 明 : 先 用 边 长 是 a 的 正六 边 形 铺盖 全 平面 ,实数 a 待 

定 . 再 按 图 4 一 2 的 方式 把 每 个 正六 边 形 中 的 点 染 成 色 1,2,3， 
"lll: 


4,5,6,7 之 一 .因为 同一 正六 边 形 中 二 点 的 距离 至 多 是 24 ,而 分 
别 在 同色 的 二 个 不 局 的 正六 边 形 中 的 二 点 的 距离 至 少 是 14B1| 
一 V7a>2.6a. 所 以 如 取 ae 一 0.45, 则 上 述 7 染色 就 给 出 了 上 
一 7 时 问题 的 否定 回答 . 

细心 的 读者 会 注意 
到 ,前 面 所 说 的 平面 点 
染色 并 未 明确 规定 每 个 ，* 
正六 边 形 的 边 上 的 点 的 
色 . 对 此 很 容易 作 补 充 > 
处 理 . 比如 说 ,可 以 这 样 图 4_2 
来 规定 边 上 的 点 的 色 : 
疗 属 三 个 正六 边 形 的 点 染 成 它 所 属 的 三 个 六 边 形 中 位 于 该 点 正 
上 方 或 正 下 方 的 那个 六 边 形 的 色 ,如 点 4 染 成 6 色 , 点 8 染 成 3 
色 等 ;而 只 属于 二 个 正六 边 形 的 点 染 成 这 二 个 六 边 形 中 位 于 该 
点 左 侧 的 那个 六 边 形 的 色 ， 

我 们 把 〈 欧 氏 ) 平 面 记 成 后, 相距 为 1 的 二 点 记 成 Sz. 则 所 
提 的 向 题 可 以 用 我 们 所 熟悉 的 “箭头 符号 "简明 地 表示 成 

问题 :天 一 >(S2) 是 杏 成立 ? 
相应 则 ,六 二 2,3 时 的 肯定 结论 和 上 ==7 时 的 否定 结论 可 以 表示 
成 

BS EB (Ss 和 瑟 忆 >(S2)7 

迄今 为 赴 , 人 们 还 不 知道 使 下 ~(Sa)* 的 最 小 的 上 是 多 
少 . 这 个 最 小 的 也 称 作 亚 的 色 数 , 记 为 XCE*). 这 个 名 称 和 记 
号 源 出 于 对 问题 的 图 论 表述 , 因为 我 们 可 以 定义 一 个 (无 限 ) 图 ， 
其 点 集 是 到 ,二 点 相关 联 当 且 仅 当 这 二 点 的 距离 是 1. 仍 把 这 个 
图 记 成 E?, 则 它 具 有 正常 的 8 一 染色 的 充分 必要 条 件 是 EF 下 > 
《Si 所 以 这 个 图 的 色 数 正 是 使 B* 六 一 (5 的 二 的 最 小 值 .前 
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面 的 结论 给 出 了 X(E") 的 界 


4SXCE2D)s7. 


但 X( 本 ?究竟 是 4,5,6,7 中 哪 一 个 则 到 目前 为 止 仍 是 一 个 尚 竺 


解答 的 谜 . 


人 们 常常 把 前 面 所 讨论 的 平面 几何 问题 归属 于 “组 合 几何 ” 
这 个 数学 分 支 .但 “组 合 几何 ?的 内 容 非 常 广泛 ,其 范围 更 难 界 


定 ,事实 上 更 好 地 反映 出 这 个 问 


题 的 本 质 属性 的 名 词 是 “ 欧 几 里 


德 平面 上 的 拉 姆 塞 理论 问题 ” 从 1973 年 起 , 爱 尔 多 思 , 格 雷 厄 
姆 ,蒙哥马利 (P. Montgomery), 罗 斯 切 特 ,斯 豆 塞 和 史 脱 劳 斯 


(E.G. Straus) 等 六 位 数学 家 联名 发 表 了 三 篇 题 为 “ 欧 氏 拉 姆 蹇 


定理 (Euclidean Ramsey Theorems)(I),(CI),( 下 )” 的 系列 论 
文 (后 来 的 文献 上 常用 这 六 位 作者 的 姓 的 第 一 个 字母 EGMRSS 


来 记 这 组 论文 ), 开 始 了 对 欧 氏 空间 中 的 拉 姆 塞 理论 问 


题 的 研 


究 ,从 此 形成 了 拉 姆 塞 理论 的 一 个 内 容 丰 富 和 深刻 的 新 分 支 . 这 
一 节 开 始 所 讲 的 问题 可 以 认为 是 这 个 分 支 的 一 个 典型 问题 . 


$4.2 从 平面 到 空间 


设 3 是 一 个 有 


立 : 


FE:—*( 


右边 的 E’ 表示 3 


S)—> EF ——>(5),, 


面 点 集 , 则 对 任 一 正 整数 &, 下 述 推理 显然 成 


维 欧 氏 空间 ,用 箭头 符号 表示 的 关系 天 一 ~ 


(5), 的 含义 不 言 自明 , 推理 成 立 的 理由 很 简单 : 任 取 空 间 所 中 


的 一 张 平面 成, 册 


EE 作为 点 集 ) 的 一 个 天 染色 当然 确定 了 其 


了 


集 酌 的 染色 .更 有 意义 的 是 说 明 上 述 推理 反 过 来 不 一 定 成 
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立 , 这 个 事实 虽 在 意料 之 中 ,但 并 不 像 原 推理 那样 显然 ,这 一 节 
首先 用 一 个 上 笨 的 例子 来 确证 这 个 重要 事实 . 我 们 把 8 取 成 单 
位 边 长 的 等 边 三 角形 的 3 个 顶点 的 集 ,后 者 记 成 S*. 结论 如 下 : 


定理 4.2.1 下 >(S3)w, 但 所 一 >(58),. 

证 明 第 一 个 结论 Er 六 (3) 很 容易 证 明 . 我 们 给 出 杷 
的 这 样 一 个 红 、 蓝 染色 :用 依次 相距 V3 /2 的 平行 线 族 把 平面 
分 成 红 蓝 相 间 的 带 状 区 域 ,每 个 带 状 域 上 开 下 闭 一 一 即 包括 下 
底线 但 不 包括 上 底线 ( 见 图 4- 一 3). 对 8? 的 这 个 红 、 茧 染色 来 
说 , 易 证 不 可 能 有 单 色 的 S:. 


国 4 一 3 

再 证 第 二 个 结论 FF 一 ~(S:):. 设 要 的 点 已 作 红 、 蓝 染色 、 
首先 ,从 4.1 可 知 E* 中 一 定 有 相距 1 的 一 对 间 色 点 . 为 确定 
起 见 , 设 点 4 和 8 都 是 红 点 , 且 14B|=1. 如 果 Er 中 有 红 点 与 
4 和 召 的 距离 都 是 1, 则 已 得 结论 , 故 可 设 与 4 和 B 的 距离 都 
是 1 的 所 有 点 一 -它们 的 轨迹 是 线段 AB 的 垂直 平分 面 上 的 一 
个 半径 是 V 372 的 圆周 , 记 为 力 一 一 都 是 蓝 点 . 任意 取 定 7 的 
一 条 长 度 是 1 的 足 CD. 同 理 可 设 E? 中 与 点 C 和 号 的 距离 都 是 
1 的 所 有 点 都 是 红 点 ,它们 构成 的 图 周记 为 7. 设想 弦 CD 紧 巾 
着 7 连续 转动 , 则 红 圆 周 7 殖 之 在 空间 二 绕 4B 轴 连 续 转动 ， 
所 形成 的 轨迹 是 中 间 没 有 空洞 的 轮胎 面 ( 圆 环 面 ) ,而且 面 上 的 
点 全 是 红 点 - 不 难 计算 出 这 个 圆 环 面 的 最 大 外 图 周一 一 即 所 谓 
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赤道 , 记 为 光一 一 的 半径 是 CY 3 十 /3 )72( 见 图 4 一 4, 其 中 O 
是 AB 的 中 点 ,F 是 CD 的 中 点 ,E 是 OF 的 延长 线 与 为 的 交 
点 ). 任意 取 定 7 的 一 个 内 接 正三 角形 , 易 知 其 边 长 是 (V6 十 
3)/2, 


14B|=|CDI=1 
IOFE= V2/2, 
[IEF|= v3/2 
rl 


IEO'I=V3/3 


图 4 一 4 


再 进一步 设想 赤道 7 沿 圆 环 面 均匀 向 上 方 收缩 , 则 其 半径 

随 之 逐渐 变 小 ,所 取 的 内 接 正 三 角形 的 三 个 顶点 也 随 之 滑 圆 环 

面向 土 往 中 心 方向 均匀 地 收拢 , 当 点 五 运 动 到 某 一 点 到 ,这 里 

的 点 到 4B 的 距离 1E'O'1= 3 /3 时 ,内 接 正三 角形 的 边 长 
正好 缩小 成 1 ,而 它 的 三 个 顶点 都 在 圆 环 面 上 ,所 以 都 是 红 点 - 

0 


定理 4.2.1 的 第 二 个 结论 可 以 推广 成 更 一 般 的 结论 : 
定理 4.2.2 设 了 是 任意 给 定 的 3 点 集 , 则 有 
、 至 一 一 (T):- 

证 明 不 妨 设 本 是 边 长 为 a,6,c 的 三 角形 的 3 个 顶 点 ,其 
中 a,6,c>0,a 十 6 之 c. ( 当 ab=c 时 ,了 中 三 点 共 线 ,以 下 我 们 
也 用 了 来 记 以 它 为 顶点 的 三 角形 ,包括 三 点 共 线 的 退化 情形 )， 

假设 EE 已 作 红 、 蓝 染色 .根据 定理 4. 2. 1 ,天 中 一 定 有 顶点 
同色 的 正三 角形 4BC, 其 边 长 是 <a, 不 妨 设 4,B,C 都 是 红 点 . 

"了 TI5。 


我 们 在 ABC 所 在 的 平面 上 构 作 由 四 个 正三 角形 组 成 的 构图 ， 
其 中 人 EBC 待定 ( 见 图 4 一 5). 

不 难 证 明 六 个 三 角形 ABE， 
DBC, EBC, EFH,GFC 和 HCA 
全 等 . 而且 可 以 通过 适当 选取 
人 EBC 使 得 这 六 个 三 角形 都 全 
等 于 所 给 的 三 角形 了 (这 也 包括 
退化 情形 = 十 ?一 c). 假如 这 六 个 
全 等 三 角形 中 每 一 个 的 顶点 都 非 
单 色 , 则 由 此 可 以 推出 如 下 矛盾 : 

A,B,C 红 一 E,D 蓝 

—>G 红 ; 
4:C 红 一 > 五 蓝 ， 

下 是 什么 色 ? 它 既 不 可 能 是 红 ( 因 G,C 红 ); 

又 不 可 能 是 蓝 ( 因 户 , 理 蓝 )! 

这 个 矛盾 说 明 , 上 述 六 个 全 等 于 了 的 三 角形 中 必 有 一 个 三 
角形 的 项 点 同色 0 

接 下 去 人 们 自然 会 提出 这 样 的 问题 :如 何 推广 定理 4. 2.1 
的 第 一 个 结论 ? 因为 已 经 证 明了 当 了 是 正三 角形 (的 三 个 项 点》 
时 ,本 -> (T)， 因此 上 述 问 题 可 以 更 具体 地 提成 :对 怎样 的 了 
有 亚 一 ~(T)2? 

在 上 一 节 提 到 的 论文 EGMRSS( 1 ) 中 ,作者 们 证 明了 当代 
是 30",60",90" 的 三 角形 时 一 定 有 E? 一 ~(T)s. 他 们 在 这 篇 论 
文中 更 进一步 提出 了 这 样 的 猜想 :除了 是 正三 角形 这 一 类 情 
形 外 ,都 有 E* 一 >(T)?. ”这 个 提 法 十 分 简明 的 狂想 引起 人 们 很 
大 的 兴趣 . 论文 发 表 三 年 之 后 ,有 人 证 明了 对 任 一 直角 三 角形 
7 了 ,有 本 一 >(T)s. 之 后 一 直 没 有 进展 ,直到 1986 年 , 佛 朗 克 尔 
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《P. Frankl) 和 洛 德 尔 在 一 篇 很 短 的 论文 中 一 举证 明了 上 述 猜想 
成 立 ， 这 篇 论文 刊 于 《美国 数学 会 会 刊 《Trans， Amer, Math. 
Soc. )》 的 297 着 (1986 年 ),777 一 779 页 . 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ,对 性 质 所 一 ~(S), 来 说 ,着 nn 一 2 
时 成 立 , 则 4=3 时 也 必然 成 立 ;但 反 过 来 情况 就 不 确定 了 . 为 了 
研究 更 一 般 的 情况 ,我们 当然 不 能 把 限制 在 2 和 3, 即 平面 EE? 
和 空间 刀 这 二 种 直观 的 情形 ,而 要 研究 一 般 的 4, 即 x 维 欧 氏 
空间 到 

所 谓 n 维 欧 氏 空间 EE", 首 先是 一 个 点 氮 , 它 的 每 个 点 用 一 
个 有 序 n( 实 ) 数 组 来 表示 ,如 点 4 相当 于 (41,4.,… sa); 并 上 且 这 
样 来 定义 车 中 二 点 4 二 (qlraz，… 4s) 和 B= (61, 如 ,…6,) 的 距 
离 |4Bl: 

14B8l= ab) 

除 此 之 外 ,我 们 把 准 F 到 所 上 的 保持 任意 二 点 的 距离 不 变 的 
一 个 一 一 对 应 员 做 (Er" 的 ) 一 个 正 交 变换 , E" 中 的 二 个 图 形 下 
和 F' 一 一 这 里 的 “图 形 ”" 就 是 点 集 的 意思 一 一 称 为 全 等 ,如 果 有 
所 的 一 个 正 交 变换 把 下 变换 成 F'.» 维 欧 氏 空间 就 是 点 集 EF 
连同 它 的 所 有 正 交 变换 组 成 的 总 体 ,E" 中 在 任 一 正 交 变换 下 都 
不 变 的 性 质 称 作 EF" 的 欧 氏 几何 性 质 . 第 一 次 接触 这 些 名 词 的 读 
者 不 态 把 = 当 作 2、3 看 待 ,不 必 产生 神秘 感 , 现在 可 以 明确 地 表 
述 前 面 所 说 的 一 般 概念 了 ， 

设 n,k 之 2,F 是 x 维 欧 氏 空 间 EF 中 的 一 个 有 限 点 集 - 则 记 
号 一 >(F)s 表示 这 样 的 结论 成 立 : 对 EF 的 点 的 任 一 关 染 
色 , 一 定 有 单 色 的 点 集 F' ,使 得 F' 与 下 全 等 . 我们 也 用 反 六 > 
(CPP) 表示 这 个 结论 不 成 立 . 
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所 以 第 头 关系 F" 一 (FF), 是 一 种 具有 拉 姆 塞 理论 内 涵 的 
路 氏 几何 性 质 , 对 此 我 们 在 下 一 节 来 进一步 鹿 明 、 


$4.3 一 般 问题 


在 $4.1,4.2 中 ,我 们 就 一 些 非常 简单 的 点 集 下 在 一 2,3 

的 情况 下 讨论 了 性 质 
盏 一 ~CP)， : 

是 否 成 立 的 问题 ,现在 首先 说 明 这 类 问题 的 拉 姆 塞 理论 内 泛 . 

从 拉 姆 塞 理论 的 超 图 观点 来 看 (参看 § 2. 6 的 (C)), 对 给 定 
的 n 和 FF" 的 有 限 点 集 F, 可 以 定义 一 个 相应 的 超 图 有 H. 一 
五 CE ,FF), 超 图 态 , 的 点 集 是 EF; 边 集 拓 等 于 {8'cE": 下 与 记 
在 EF 中 全 等 }, 即 日, 的 每 一 边 就 是 与 全 等 的 一 个 子 集 ,根据 
超 图 色 数 和 箭头 关系 的 定义 不 难 证 明 , 性 质 EF 一 >(F); 成 立 
的 充 要 条 件 是 超 图 日, 的 色 数 X( 昌 ,)>&. 这 充分 揭示 了 几何 性 
质 避 一 一 (FE), 的 拉 姆 塞 理论 内 涵 . 从 这 种 角度 来 考察 ,可 以 自 
然 地 提出 三 类 很 一 般 的 欧 氏 空间 的 拉 姆 塞 理 论 问 题 , 现 分 别 并 
述 如 下 ， 

(A) 对 给 定 的 n 和 Er 的 有 限 点 集 书 , 求 超 图 五 ,一 五 (B， 
FF) 的 色 数 XCH,). 

用 第 头 符 号 来 表述 ,就 是 对 给 定 的 x 和 下 , 求 出 使 得 EF 
六 *(F), 的 最 小 上 值 . 

问题 (A) 虽 然 可 以 用 这 些 术 语 简明 地 表述 ,但 问题 本 身 的 
难度 极 大 . 只 要 回想 一 下 4. 1 的 问题 就 会 赞同 这 种 说 法 ;在 那 
里 上 一 2, 下 一 S:，, 相 应 的 超 图 刀 ( 玉 ,天 ) 是 一 个 图 一 一 因为 每 边 
都 是 2 点 子 集 , 其 色 数 在 8$ 4. 1 简 记 成 XC) ,而 其 精确 值 只 知道 
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是 4,5,6,7 这 四 个 教之 一 而 至 今 尚未 确定 ! 

《B)》 对 给 定 的 上 和 ( 某 一 个 欧 氏 空间 的 ) 有 限 点 集 己 , 求 出 
使 得 所 一 一 (F); 成 立 的 最 小 二 

因为 当 z<z 时 ,性 质 局 一 >(F), 显然 草 涵 性 质 妨 一 ~ 
(F)4, 所 以 可 以 确切 地 定义 使 得 Er 一 >(CF)* 成 立 的 最 小 = 值 
一 一 当然 这 要 在 存在 一 个 = 使 得 "一 >(F), 成 立 的 前 提 之 下 ， 
对 于 这 个 存在 性 问题 本 身 以 后 再 谈 , 这 里 假定 存在 这 样 一 个 
2 一 一 我 们 把 这 个 由 和 下 确定 的 最 小 a# 记 为 RCF ,如 ), 它 和 以 
前 讲 过 的 拉 姆 塞 理论 的 各 种 定理 中 出 现 的 相应 拉 姆 寨 型 数 如 出 
一 毗 , 它 的 值 也 和 其 他 拉 姆 塞 型 数 一 样 极 难 确定 . 从 8 4. 1 的 内 
容 可 知 ,对 于 任意 一 个 2 点 集 下, 来 说 ,有 RCF4,2) 一 2; 从 人 4.2 
的 讨论 又 可 知 ,对 于 任意 一 个 正三 角形 的 3 顶点 集 Fi ,有 
RCP ,2) 一 3; 而 对 任 一 3 点 集 下, 关 F? 则 有 RC(F,,2) 二 2. 注意 
到 最 后 这 个 数 的 确定 化 痪 了 大 量 杰 出 数学 家 十 几 年 的 努力 ! 正 
如 美国 图 论 学 家 哈 拉 里 在 纪念 拉 姆 塞 作 十 诞辰 的 文章 中 所 说 的 
那样 :“( 拉 姆 塞 理 论 的 ?结果 (在 被 发 现 后 往往 易于 陈述 但 难于 
证 明 ;… 未 解决 问题 不 可 胜 数 ,而 且 有 意义 的 新 问 三 还 在 以 超过 
老 问题 获 解 的 速度 不 断 涌现 . "这 里 举 一 个 关于 RC(F ,4) 的 未 解 
决 问题 为 哈 拉 里 的 说 法 作证 . 当 |F|==2、3 时 , 数 R(F,2) 已 如 
上 完全 确定 . 接 下 去 自然 要 想 研 究 下 是 4 点 集 时 的 值 RCF ,2)， 
这 时 “最 简单 ”的 4 点 集 看 上 去 是 单位 边 长 的 正方 形 的 顶点 集 
54. 对 此 首先 不 难 证 明 EF? 六 >(S,)s. 另外 还 有 下 述 结论 ， 


命题 4.3.1 E>(50);. 
证 明 在 亚 中 取 如 下 所 说 的 15 个 点 的 集 
P={(T Tar Ta Ts Te) 
EE':4 个 zw 是 0,2 个 x: 是 V2). 
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再 记 点 集 是 (wyozypayztrusyze} 的 完全 图 的 总 共 15 条 边 的 
集 为 E= {tuvoij si<jS6} ,定义 从 了 到 的 一 个 一 一 对 
应 为 :EE 中 的 边 {v,%} ,i<< 训 对 应 于 了 中 使 得 一 zy 一 1/1V2 
的 点 (ziyzayzayziyzsyze). 吾 的 任 一 2- 染色 可 以 产生 书 的 一 个 
2- 染 色 , 表 通过 上 述 一 一 对 应 确定 了 的 一 个 2 染色 . 但 我 们 
知道 ,对 Ks 的 边 集 的 一 个 2- 染 色 来 说 ,K。 中 必 有 各 边 同色 的 4 
边 形 ( 见 第 一 章 习题 2) ,不 妨 设 同色 的 4 边 是 {v.,v2}, {vasvs}， 
{uaypt 和 {cbat). 它们 反 过 来 叉 对 应 于 P 中 同色 的 4 点 
(VY 2 ,0,0,0,0), C0,1/V 2 ,1/V 2 0,0,0),00,0， 
1/VZ,1/V3,0, 0) 和 (1/YV2,0,0,1/Y2,0,0). 易 知 这 
4 点 是 单位 边 长 的 正方 形 的 顶点 . D 

从 命题 4.3.1 可 知 数 RCS,,2) 能 明确 定义 ,而 且 满 足 2<< 
R(S,,2) 志 6. 但 人 们 还 没有 研究 出 数 RCS,,2) 究 竟 是 多 少 . 事实 
上 至 今 还 未 能 判定 是 否 有 RS4,2) 一 3 一 一 即 是 否 有 EE? 一 
(Sz. 

我 们 不 再 列举 其 他 尚未 确定 的 数 RCF,k) 了 ., 从 上 述 简短 
的 讨论 可 以 设想 ,已 求 出 的 数 实 属 凤 毛 瞩 角 . 

从 前 面 几 章 已 经 能 看 到 , 拉 姆 塞 理论 的 诸多 定理 就 其 最 本 
质 的 属性 面 言 首先 是 存在 性 定理 ,对 欧 氏 拉 姆 塞 理论 来 说 ,这 种 
根本 性 的 存在 性 问题 往往 远 未 澄清 ,更 有 待 研究 和 探求 , 下 面 就 
是 一 类 最 基本 的 存在 性 问题 . 


《C) 拉 姆 塞 点 集 
定义 设 下 是 某 个 mr 维 欧 氏 空 间 E” 的 一 个 有 限 点 集 . 如 
果 对 任 一 整数 之 2, 一 定 存 在 相应 的 正 整 数 x, 使 得 有 FF 一 
《Fi: 则 称 玉 是 拉 姆 塞 点 集 .对 给 定 的 *2>2 和 拉 姆 塞 点 集 忆 ,把 
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使 得 后 一 >《F); 成 立 的 的 最 小 值 记 为 RCF ,8)- 

欧 氏 拉 姆 塞 理 论 的 一 个 最 基本 的 问题 是 给 出 拉 姆 塞 点 集 的 
特征 刻 划 , 这 个 根本 性 问题 远 远 没有 解决 . 我 们 将 在 下 一 节 讲述 
迄今 为 止 关 于 这 个 问题 的 最 主要 结果 , 这 里 只 举 几 个 简单 的 近 
姆 寒 点 集 和 非 拉 姆 寒 点 集 的 例 . 

最 简单 的 拉 姆 塞 点 集 有 2 点 集 F, 和 正三 角形 的 顶点 集 
所 ,事实 上 有 下 面 的 结论 : 


命题 4. 3. 3 对 任 一 bz2 都 有 
EE: ——(F); 和 EY—*(R? 

证 明 记 Rs 中 二 点 的 距离 是 4, 在 Fr 中 任 取 一 个 各 边 长 
都 是 4 的 维 单纯 形 @. 则 对 共 的 任 一 大 染色 ,这 个 不 维 单纯 
形 的 有 二 1 个 顶点 中 必 有 2 点 间 色 . 从 面 有 本 一 > (Fo》s 

同样 , 设 F; 是 边 长 为 4 的 正三 角形 的 3 个 顶点 . 在 E* 中 
任 取 一 个 各 边 长 都 是 4 的 2 维 单纯 形 , 同 理 可 证 对 E* 的 任 一 
染色 ,这 个 中 维 单纯 形 的 号 十 1 个 顶点 中 必 有 3 点 同色 ,从 
而 有 E* 一 >(F3 Di 0 

在 上 述 命题 的 证 明 中 我 们 很 清楚 地 看 到 ,当空 间 维 数 ” 提 
高 后 ,性 质 EF 一 >(F),“ 更 容易 "成立. 但 单 靠 提高 4 并 不 一 定 
能 保证 把 一 >(F), 会 成 立 ,下 面 是 一 个 最 简单 ,同时 也 是 最 有 
启发 性 的 非 拉 姆 寒 点 集 . 


命题 4.3.3 设 4,B,C 是 共 线 的 3 个 点 ,其 中 B 是 线段 
AC 的 中 点 ; 记 上 一 {4,8,C}. 则 对 任 一 正 整 数 x 不 成 立志 一 一 


外 我 们 可 以 不 用 这 一 术语 ,直接 说 成 “每 2 点 的 距离 者 是 4 的 十 1 个 点 ” 下 


何 
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证 明 对 任 一 给 定 的 ,我 们 给 出 F 的 这 样 一 个 4- 染 
色 :4 种 色 分 别 记 成 0,1,2,3, 再 把 点 (0,0,…,0) 记 成 O， 
则 到 的 任意 一 点 及 = (xxzs-…,z,) 染 成 i 色 , 这 里 


“二 LLIOM|*](mod4). 其 中 |OM|: 一 并 对 是 O 和 MM 二 点 距 训 
IOM| 的 平方 
假设 在 上 述 4- 染 色 下 点 4, B,C 同 为 i 色 ,不妨 设 | 481 一 
1B8C|==1, 再 记 1041=a, i0B8|=6b, [OC1=e, 人 4BO=8 ( 见 
图 4 一 6) 


1 7” 则 有 关系 式 
B < 人 
1 < 一 c 
一 一 人 一 信 二 1 十 28cos8 
4 从 而 可 得 。 a 十 c? 一 2 十 2. 


a o 

但 因 A4,B 和 C 辣 为 i 色 , 故 有 整数 
9aqs 和 9 使 下 式 成 立 : 
Ee Ore<l 
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B=4gtitrs, 0 和 mm<1 

C=dgtitre, 0<r<1 
以 此 代入 前 式 得 

4(gs tqe—2g) —2—=2r, ra re. 

但 此 式 左边 是 2 的 整数 倍 , 而 右边 则 肯定 不 是 ,这 一 矛盾 证 明了 
FE N+(L)s. 0 

我 们 最 后 提出 一 个 关于 拉 姆 塞 点 集 的 平凡 但 却 很 有 用 的 命 
题 ， 


命题 4.3.4 拉 姆 塞 点 集 的 任 一 子 集 也 是 拉 姆 塞 点 集 . 
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证 明 显然 0 


$4.4 ” 拉 姆 塞 点 集 


关于 拉 姆 塞 点 集 的 特征 刻 划 主要 有 两 个 非 平凡 的 一 般 性 结 
论 , 一 个 结论 给 出 了 范围 很 广 的 一 类 拉 姆 塞 点 集 ; 另 一 个 则 给 出 
了 点 集 是 拉 姆 塞 点 集 的 一 个 简单 明了 的 必要 条 件 . 这 两 个 结论 
昌 早 在 EGMRSS(D 中 已 经 发 表 , 但 至 今 仍 都 是 关于 拉 姆 塞 点 
集 的 特征 刻 划 问题 的 最 强 的 一 般 性 结论 , 我 们 在 这 一 节 将 先 证 
明 第 一 个 结论 ,再 介绍 第 二 个 结论 ,第 一 个 结论 的 证 明 可 跳 过 不 
读 . 


首先 定义 一 个 记号 , 设 Q 和 Q; 分 别 是 Em 和 :的 于 点 集 ， 
则 定义 Q,* Q; 是 Em" 的 如 下 子 点 集 

QQ {nt Ts) a) EQ Cnt, 

rnt EQs} 

例如 ,车 Q, 是 3 点 集 ,Qs 是 相距 4 的 2 点 集 ( 这 时 zw 和 
分 别 是 2 和 了 ), 则 QQ * Q; 是 天 中 一 个 高 为 4、 底 为 以 Q, 作 顶 
点 的 三 角形 的 三 棱柱 的 6 个 顶点 的 集 , 这 个 例子 说 明 Q, x Qs 可 
以 是 Em 中 彼此 全 等 的 点 集中 的 任意 一 个 ,所 以 这 个 记号 所 
表示 的 是 一 个 欧 氏 几何 概念 . 此 外 ,显然 有 FE” x 可 一 至 + 


定理 4.4.1 设 有 限 点 集 R, 和 Rs 都 是 位 姆 塞 点 集 , 则 R， 
* R, 也 是 ， 
证 明 ”我 们 证 明 对 任 一 给 定 的 数 #2>2, 一 定 有 数 mm 入， 
使 得 对 B"+*” (=E”"* EE") 的 任 一 染色 f;E”x* EE" 一 
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[4] ,0 在 E" 和 EF 中 分 别 有 与 Ri 和 R 全 等 的 点 集 玉 和 Rs 使 
点 集 RR * R; 在 染色 f 下 是 单 色 的 . 

首先 ,因为 Ri 是 拉 姆 塞 点 集 , 故 有 数 亚 使 本 一 >(CRDu 又 
因为 R 是 有 限 点 集 ,所 以 $4.3 开头 所 定义 的 超 图 HCE",R1) 
的 每 一 边 都 是 有 限 集 ,从 而 根据 (不 可 数 点 集 E”" 上 的 ) 紧 性 原 
理 ( 见 第 二 章 8 2. 6, 那 里 只 证 明了 可 数 集 上 的 紧 性 原理 ,但 同样 
的 结论 对 不 可 数 集 也 成 立 ), 一 定 有 E” 的 有 限 子 集 了 ,使 得 了 
一 >(Ri,. 我 们 记 |T|=t,! 一 &&. 辣 理 因 Rs 是 拉 姆 塞 点 集 , 故 有 
使 得 可 一 ~CR2) 现在 我 们 再 来 考察 E"*" 二 E" * EF" 的 上 染 
色 志 

在 FxE" 的 子 集 了 xx 上 的 限制 自然 地 确定 了 了 * 殖 
的 万 染色 产 :Tx EF 一 ->[&J. 通 过 让 又 可 以 建立 的 一 个 ! 一 
关 染 色 产 如 下 :这 时 我 们 用 从 人 到 [] 的 总 共 刀 一 个 映射 来 标 
记 ! 种 颜色 ,对 点 yo€ 可 , 户 (yo) 定 义 为 这 样 的 从 了 到 [的 的 一 
个 映射 户 (。，,y) :一 >[ 身 , 它 把 zET 映 成 户 (z,yo)E[E]， 
在 色 的 这 个 !- 染 色 下 ,E" 中 有 单 色 点 集 Rs 与 R 全 等 ,这 就 是 
说 当 y 在 RR 变动 时 ,从 了 到 [J] 的 映射 疡 (。 ,>) 都 相等 , 即 对 
任 一 给 定 的 zo€ET 来 说 , 值 (zo,y) 是 [8] 的 一 个 与 y€ Rs 无 
关 的 定 值 ,我 们 把 这 个 值 记 成 1 (zo, Rs) ,再 用 它 定义 染色 
P :TI 一 > 攻 ], 它 把 ze7T 染 成 严 (z) 一 疡 (z Ra) 对 了 的 这 
个 天 染色 疡 来 说 ,由 箭头 关系 了 一 >(Ri)s 可 知 了 中 有 单 色 点 
集 已 与 Ri 全 等 ,从 而 根据 ”的 定义 可 知 E"* EF 的 点 集 Ri* 
Ri 对 于 大 染色 来 说 是 单 色 的 、 口 

下 面 我 们 给 出 定 4.4. 1 的 一 个 非常 有 用 的 推论 , 先 引入 一 
个 名 词 . 


@@ 为 有 唱 于 箭头 符号 ,这 里 暂时 把 从 之 到 Y 的 瞎 射 了 表示 成 f:XH>Y。 
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设 员 ,dz,… sq, 是 个 正 实数 , 则 从 nz 个 2 点 集 {0,4di}CE 
G 一 1，…2) 可 以 定义 可 的 一 个 2 点 集 

Bldis yd) = {0d1} * (0,d2} * ~ # {0,d.} 

一 (edssda Eds); &=0 或 1,1<iSn} 

当 a=3 时 ,B(di,dz,d,) 就 是 3 维 空间 E* 中 的 一 个 长 宽 、 高 分 
别 是 di .das.as 的 长 方 体 的 顶点 集 ,一 般 地 ,把 B(d dc) 
叫 知 一 块 a 维 砖 的 顶点 集 ,简称 为 维 砖 顶 集 . 因为 任 一 2 点 集 
是 拉 姆 塞 的 , 故 多 次 利用 定理 人 4 1 即 可 知 任 一 二 维 苇 顶 集 是 
拉 姆 塞 点 集 ,再 结合 命题 4. 3. 4 就 得 到 下 面 这 个 推论 ,我 们 把 它 
写成 定理 的 形式 以 突出 其 重要 性 ， 


定理 4.4.2 任 一 » 维 砖 顶 集 的 任 一 子 集 都 是 拉 姆 塞 点 
. 0 
这 个 定理 表面 上 很 平常 ,但 它 却 包 潘 了 迄今 为 止 所 得 到 的 
有 关 拉 姆 塞 点 集 的 全 部 肯定 结论 ! 换 一 种 方式 来 说 ,到 目前 为 目 
人 们 还 没有 发 现任 何 一 个 拉 姆 塞 点 集 不 是 砖 顶 集 的 子 集 . 
例如 ,用 5+; 表示 EF" 中 两 两 相距 4d 的 十 1 点 集 ( 即 边 长 都 
是 4d 的 维 单纯 形 的 顶点 集 ), 则 不 难 验证 S*+' 是 4 维 砖 顶 集 
B(4d/ V2,…,d/ V2) 的 子 集 ,从 而 一 定 是 拉 姆 塞 点 集 . Pr 中 
不 合 于 任 一 E"! 的 二 1 点 集 5。+ 是 否 一 定 是 拉 姆 塞 点 集 ?人 们 
还 无 法 回答 . 一 个 与 之 相关 的 更 具体 的 几何 问题 是 :Sr 是 砖 项 
集 的 子 集 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 一 个 明显 的 必要 条 件 是 S,+: 
中 任意 3 点 不 构成 钝 角 三 角形 (包括 3 点 共 线 的 退化 情形 在 
内 ), 当 一 2 和 3 时 ,可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 ,但 当 ”一 4 
时 , 颇 令 人 感到 意外 地 找到 了 空间 不 其 面 的 4 点 ( 即 一 个 特殊 的 
5 , 它 不 是 砖 项 集 的 子 集 ,但 其 中 任意 3 点 都 构成 锐角 三 角形 ， 
所 以 土 述 貌 似 平常 的 几何 问题 实际 上 很 难 , 还 有 待 研究 解决 . 
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集 


现在 来 介绍 第 二 个 结论 , 首先 定义 它 的 一 个 关键 词 . E" 的 
一 个 子 点 集 5 称 为 共 球面 的 ,如 果 5 含 在 某 个 欧 氏 空间 的 某 个 
球面 上 ;具体 地 说 ,有 到 及 Er 的 一 点 日 ,使 得 5 全 等 于 Fr 的 这 
祥 一 个 子 点 集 S'( 称 为 以 @ 为 中 心 的 球面 ):5' 的 各 点 与 点 忆 
等 距 . 

定理 4.4.3 有 限 点 集 S 是 拉 姆 塞 点 集 的 必要 条 件 是 $ 共 
球面 . 
这 个 定理 的 证 明 比 较 长 ,这 里 从 略 ,不 过 我 们 对 这 一 结论 并 
不 完全 陌生 :从 命题 4. 3. 3 可 知 3 点 集 L 一 {4,8,C}, 其 中 是 
AC 的 中 点 ,一 定 不 是 拉 姆 塞 点 集 , 从 定理 4. 4.3 可 以 进一步 知 
道 ,任意 共 线 的 3 点 集 一 定 不 是 拉 姆 塞 点 集 ,因为 共 线 的 3 点 一 
定 不 共 球 面 . 

关于 拉 姆 塞 点 集 的 全 部 一 般 结论 可 以 简明 地 概括 成 下 述 推 
理 关 系 ; 

砖 顶 集 的 于 集 一 > 拉 姆 塞 点 集 一 > 共 球 面 点 集 - 

人 们 不 知道 (其 中 一 个 或 全 部 推理 ) 反 过 来 是 否 成 立 . 可 以 
说 明 左 边 的 推理 反 过 来 不 一 定 成 立 的 最 简单 反例 是 : 某 个 钝 角 
三 角形 的 顶点 集 是 拉 姆 塞 点 集 . 但 人 们 至 今 还 没有 找到 这 种 印 
角 三 角形 ,又 不 能 证 明 每 个 钝 角 三 角形 的 硕 点 集 一 定 不 是 拉 姆 
塞 点 集 ! 由 此 我 们 可 以 知道 ,人 们 对 拉 姆 塞 点 集 确实 所 知 其 少 ， 
有 待 进一步 探索 . 

关于 欧 几 里 德 空间 中 的 拉 姆 塞 理论 这 一 年轻 分 支 的 一 般 性 
讨论 到 此 告 一 段落 . 下 一 节 我 们 讲述 欧 氏 空间 中 一 个 具体 的 拉 
姆 塞 理论 结果 , 它 说 起 来 颇 有 兴味 . 
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$4.5 一 个 超大 数 


从 第 二 ,三 章 的 一 些 讨论 中 可 以 看 到 ,在 拉 姆 塞 理论 的 某 些 
定理 的 证 明 中 ,为 了 保证 合 于 定理 要 求 的 数 一 定 存在 而 设计 的 
结构 往往 非常 之 大 ,以 致 把 这 些 庞大 结构 的 元 素 个 数 当 作 定理 
要 求 的 最 小 数 一 统 称 为 各 种 拉 姆 塞 数 一 一 的 上 界 也 就 非常 之 
大 . 第 二 章 的 范 德 瑟 尔 登 数 的 上 界 和 第 三 章 § 3. 5 的 (A) 中 说 到 
的 福 克 曼 所 构 作 的 图 的 点 数 都 是 具体 例子 ,这 一 节 再 讲述 欧 氏 
空间 中 一 个 具体 的 拉 姆 塞 理论 结果 , 它 也 许 比 前 面 两 个 例子 更 
生动 ,这 个 例子 经 一 些 文章 介绍 而 流传 申 广 (如 附录 (一 ) 斯 引用 
的 介绍 爱 尔 多 思 和 格雷 厄 姆 的 那 籍 文章 说 这 个 例子 中 出 现 的 超 
大 数 是 数学 证 明 中 所 使 用 的 最 大 数 , 并 以 此 被 收入 《 吉 尼 斯 世界 
记录 大 全 》, 文 中 具体 说 明了 这 个 例子 ,但 我 们 在 1988 年 版 的 
《 吉 尼 斯 世界 记录 大 全 ?中 并 没有 找到 这 项 记录 ; ) 在 本 节 我 们 将 
比较 准确 地 说 明 产生 这 个 数 的 问题 以 及 这 个 数 的 具体 表示 . 

这 个 例子 的 出 处 是 $ 2. 3(C) 中 提 到 过 的 由 格雷 厄 姆 和 罗 
斯 切 特 合作 的 重要 论文 “关于 n 参数 集 的 拉 姆 塞 定理 ”( 见 
Trans. Amer. Math, Soc. 159(1971),257 一 292) 中 主要 定理 的 
一 个 推论 的 最 小 的 非 平凡 情形 ,其 具体 表述 如 下 ， 

记 维 欧 氏 空间 Er" 中 维 单位 方 体 的 顶点 集 为 C.={(x， 
Za sn) :zi 一 0 或 1,i 一 1,2,…,n} 定 文 N* 是 具有 如 下 性 质 
的 最 小 正 整 数 : 对 任 一 整数 x 之 N* 和 C%? 的 任 一 2- 染色 (这 里 
的 Cs 是 C, 的 所 有 2 元 子 集 的 集 ,也 就 是 中 4 维 单位 方 体 
的 所 有 顶点 对 的 集 》,C, 中 一 定 有 共 平 面 的 4 点 ,它们 所 确定 的 
6 个 点 对 都 同色 . 
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土 述 数 N* 的 存在 性 是 一 个 一 般 结论 的 特例 ,这 里 不 具体 
陈述 了 ,我 们 先 承认 这 一 点 ,那个 一 般 结论 还 给 出 了 数 N* 的 一 
个 上 界 , 它 就 是 那个 被 说 成 是 创 记录 的 超大 数 . 先 不 去 管 它 基 否 
真是 创 记录 ,说 它 是 个 “超大 数 ” 却 一 点 不 假 . 用 我 们 在 § 2.3 
(A) 所 说 的 阿 克 曼 层次 来 表示 的 话 ,如 果 把 第 mx 十 1 层 的 了 消 数 
Awr1《n) 政 记 成 Gm,n), 则 这 个 上 界 可 以 写成 

FPCFCF(F CPF (C12,3),3),3),3),3),3)). 

或 者 这 样 递 推 地 表示 ， 
令 本 二 A1s(3)， Ha Anni3), Hs= An,+1(3), 
Hs=An,11(3), Hs—Ansn(3), Hs= An,+(3) 
则 这 个 上 界 是 4wssi(3)。 

数 太 ,二 his(3) 已 经 大 得 难以 想像 ,因为 其 层次 13 很 高 ;但 
Hi 十 1 只 是 用 以 表示 H; 的 层次 , 数 昌 : 一 An,+1(3) 更 远大 于 
Hi, 从 磋 ; 到 Hs 也 是 如 此 ,这 样 从 13 层 出 发 ,在 层次 上 接连 累 
进 飞 路 ?次 ,直到 4m+a(3) 这 个 超大 数 ,这 样 一 个 难以 置信 的 
超级 大 数 出 现在 一 个 有 其 自身 意义 而 非 人 为 的 数学 问题 的 结论 
之 中 ,确实 令 人 惊叹 ! 但 故事 还 没有 完 , 格 雷 厄 姆 和 罗斯 切 特 指 
出 , 数 N* 的 已 知 最 大 下 界 是 6, 在 指出 N* 的 前 述 上 界 和 下 界 
后 ,他 们 以 平淡 的 笔调 写 道 :显然 ,这 里 有 改进 的 余地 。” 他 们 在 
别处 还 说 过 ,N' 很 可 能 就 是 6, 但 自 该 文 发 表 后 ,对 于 N' 的 土 、 
下 界 的 结果 似乎 并 没有 得 到 改进 , 


格雷 厄 姆 和 斯 彭 塞 在 4 科学 美国 人 (Scienrific American)》 
1990 年 263 卷 第 1 期 (中 译文 《科学 ?杂志 1990 年 第 11 期 ,59 
一 66 页 ) 上 撰写 了 一 篇 是 为 < 拉 姆 塞 理论 ”的 介绍 性 论文 . 这 里 
引用 他 们 的 一 妖 话 来 结束 我 们 这 本 小 书 . 他 们 写 道 , 拉 姆 塞 , 爱 
尔 多 斯 , 范 德 巨 尔 登 以 及 其 他 许多 数学 家 的 工作 竟 定 了 拉 姆 塞 
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理论 的 基础 . 但 是 数学 家 们 还 只 是 刚刚 开始 探索 拉 姆 塞 理论 的 
意义 及 其 影响 . 这 个 理论 表明 ,教学 的 基本 结构 有 相当 大 一 部 分 
是 由 极 大 的 数 和 集合 组 成 的 ,这 些 数 与 集合 大 得 难以 表示 ,更 不 
用 说 理解 了 . ” 接 下 去 他 们 又 说 :“ 道 过 研究 这 类 大 数 ,我 们 可 能 
会 发 现 一 些 有 助 于 工程 师 设 计 大 规模 通信 网 络 或 有 助 于 科学 家 
识别 出 大 尺度 物理 系统 中 的 模式 的 数学 关系 , ”他们 的 这 个 预言 
只 能 由 历史 来 检验 了 . 


PRN 


习 是 

设 EF 中 的 点 集 S 与 8 相似 , 则 王 一 ~(S): 成 立 的 充 要 条 件 是 到 
一 (3S' 5 (这 一 结论 对 拓也 正确 
证 明和 3 开始 的 断言 :天 一 >(F)4 祝 XCH > 

证 明 天 一 >(S4)35 网 命题 4. 3.1 前 ). 
证 明 命题 4 3.4- 
证 明定 理 4. 4.2 后 面 所 说 的 结论 : 当 * 一 2 和 3 时 ,3.+: 是 砖 项 集 的 子 
集 的 充 要 条 件 是 S-+ 中 任意 3 点 不 构成 钝 角 三 角形 、 

证 明 $4.5 中 用 来 定义 数 "的 问题 和 附录 (一 ) 介 绍 爱 尔 多 思 和 格 
露 厄 姆 的 短文 中 定义 同一 数 NM" 的 委员 会 问题 是 等 价 的 (当然 各 种 人 
数 的 委员 会 也 包括 没有 任何 成 员 的 “ 空 ”委员 会 . 》 
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附录 (一 ) 人 物 介绍 


很 多 杰出 的 数学 家 为 拉 姆 塞 理论 的 诞生 和 发 展 做 出 了 重要 
员 献 ,这 里 我 们 简单 介绍 其 中 最 主要 的 三 位 . 他 们 都 堪 称 当代 杰 
出 的 科学 家 ,值得 介绍 . 

第 一 位 当然 是 弗 朗 克 。 普 重 姆 滩 顿 ， 拉 姆 塞 . 他 是 一 位 旷 
世 奇 才 , 可 异世 人 对 他 所 知 甚 少 , 这 里 全 文 译 出 了 刊登 在 4 图 论 
杂志 (J.of Graph Theory?31983 年 7 卷 1 期 一 -这 期 是 纪念 拉 
姆 塞 九 十 诞 展 的 专刊 -一 的 一 篇 全 面 地 概要 介绍 拉 姆 塞 的 生平 
和 贡献 的 短文 ,作者 梅 乐 (D. H. Mellor) 是 拉 姆 寒 的 论文 选集 的 
编者 ,对 拉 姆 塞 有 很 好 的 了 解 ， 

另外 两 位 是 保 尔 ， 爱 尔 多 思 (1913 一 一 “) 和 罗 纳 德 * 工 
“格雷 厄 姆 (1935 一 一 ). 爱 尔 多 思 是 教学 界 的 一 位 传奇 人 
物 , 他 的 警句 轶 闻 流 传 很 广 《 数 学 译 林 31990 年 9 卷 1 期 刊登 
了 一 篇 介绍 他 的 译文 ,题目 叫 “ 一 心 迷恋 于 数 的 学 者 , 保 尔 。 胺 
尔 多 思 必 定 是 世界 上 最 多 产 的 ,然而 或 许 又 是 最 怪 香 的 数学 
家 . ?该 文 在 不 少 地 方 写 到 格雷 厄 姆 ,也 几 次 论 及 拉 姆 塞 理论 . 所 
以 我 们 以 此 文 为 基础 ,参考 其 他 材料 并 联系 拉 姆 塞 理论 为 这 两 
位 在 现实 生活 中 关系 极其 密切 的 杰出 数学 家 勾画 了 几 幅 纪实 性 
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的 速写 . 其 中 也 许 有 关 格 雷 让 姆 的 画面 少 些 ,但 他 来 日 方 长 , 相 
信 今 后 会 有 更 传神 的 专门 介绍 . @ 


@ 已 有 的 材料 还 有 (数学 人 物 (Mathematical People)},Birkhiuser,Bostaon， 
1985,p. 109 一 118 刊 茂 的 对 格 希 厄 姓 的 一 笨 专 访 . 
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名 冠 理论 的 FE。 了 P。 拉 姆 塞 
《(D ， 晶 ， 梅 勒 英国 剑桥 大 学 ) 


本 刊 @ 的 读者 都 知道 弗 朗 克 P. 拉 姆 塞 是 以 他 的 名 字 命 名 
的 拉 姆 塞 数 和 拉 姆 塞 理论 的 发 现 者 和 葛 基 人 ,但 也 许 仅 此 而 已 ， 
可 是 他 的 其 他 成 就 ,其 中 有 些 同样 是 用 他 的 名 字 来 命名 的 ,也 并 
不 逊色 ,而 且 其 涉及 范围 之 广 更 引 人 注 是 :逻辑 学 .数学 基础 、 经 
济 学 ,概率 论 , 判 定理 论 , 认 知心 理学 ,语义 学 、 科 学 方法 论 以 及 
形而上学 . 最 不 寻常 的 是 他 在 如 此 短促 的 一 生 中 做 出 了 这 么 多 
开创 性 的 工作 一 一 他 在 1930 年 因 黄 这 病 去 世 时 年 仅 26 岁 , 我 
相信 对 这 位 非常 人 物 的 生平 和 工作 即便 作 一 很 简略 的 概述 也 会 
引起 那些 仍 在 钻研 他 的 天 才 成 果 的 人 们 的 兴趣 , 故 撰写 此 短文 . 

弗 朗 克 “。 拉 姆 塞 出 身 于 一 个 杰出 的 剑桥 家 庭 . 他 的 父亲 
AS ' 拉 姆 塞 也 是 数学 家 ,并 曾经 担任 麦 格 达 林 (Magdalene) 
学 院 院 长 ;他 的 弟弟 迈克 尔 担任 过 坎特伯雷 大 主教 . 弗 朗 克 是 无 
神 论 者 ,但 兄弟 俩 一 直 很 亲近 . 年 青 的 弗 朗 克 旱 在 进 三 一 学 院 攻 
读数 学 之 前 就 通过 家 庭 和 麦 格 达 林学 院 接触 到 剑桥 的 一 群 卓越 


@ ” 指 刊载 本 文 的 t 图 论 杂 志和 
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的 思想 家 :著名 的 贝尔 特 兰 德 。 罗 素 (Bertrand Russell) 和 他 的 
哲学 同事 G 。E。 摩尔 (G.E. Moore) 和 路 特 维 希 ,维特 根 斯 坦 
(Ludwig Wittegenstein) 以 及 经 济 学 家 和 概率 的 哲学 理论 家 约 
输 ， 梅 纳 德 * 凯 因 斯 John Maynard Keynes) ,他们 激发 了 弗 朗 
克 以 后 的 志趣 . 

罗 索 和 维特 根 斯 坦 给 地 拉 姆 塞 早期 研究 形而上学 、 逻 辑 学 
和 数学 哲学 等 学 科 的 原动力 , 在 1925 年 ,也 就 是 拉 姆 塞 作为 剑 
桥 大 学 的 数学 拔尖 学 生 毕 业 后 二 年 ,他 写 出 了 论文 “数学 的 基 
础 [9,eh. 7]. 此 文通 过 消除 其 主要 缺陷 来 为 罗素 的 《数学 原理 》 
把 数学 化 归 成 还 辑 作 辩护 . 例如 ,论文 简化 了 罗素 的 使 人 难以 置 
信 地 复杂 的 类 型 理论 ;通过 要 求 它们 也 是 在 维特 根 斯 坦 的 《逻辑 
哲学 论 [11] 意 义 下 的 同 义 反复 ,把 罗素 关于 数学 命题 的 弱 定义 
加 强 成 为 纯 一 般 的 定义 . 尽管 逻辑 学 家 对 数学 的 这 种 化 归 从 此 
不 受 数学 家 的 欢迎 ,但 它 近来 却 得 到 了 有 力 的 辩护 [7,Ch. 2]， 
而 拉 昂 塞 对 很 多 事情 有 先 见 之 明 的 记录 也 使 得 认为 他 的 多 辑 主 
义 已 被 宣告 埋葬 的 说 法 现在 看 来 过 于 轻率 了 . 

遍 因 斯 对 拉 姆 塞 的 影响 使 他 从 事 慨 率 论 和 经 济 学 这 两 门 学 
科 的 研究 . 山 因 斯 在 1921 年 出 版 的 《 论 概率 } 一 书 [4 至 今 仍 有 
影响 ,该 书 把 概率 当 作 从 演绎 逻辑 (确定 性 推断 的 逻辑 ) 到 归纳 
逻辑 (合理 的 非 确定 性 推断 的 逮 辑 ?的 一 种 推广 . 它 诉 诸 一 种 版 
谓 “ 部 分 继承 "的 根本 逻辑 关系 ,在 可 以 度量 时 ,后 者 用 概率 来 说 
明 从 两 个 相关 的 命题 中 的 一 个 推出 另 一 个 的 推断 有 多 强 . 拉 姆 
塞 对 这 个 理论 的 批评 是 如 此 有 效 ,以 致 凯 办 斯 本 人 也 放弃 了 它 ， 
尽管 后 来 它 又 童 现 于 卡尔 纳 普 (R, Carnap?[1] 和 其 他 人 的 工作 
中 . 拉 姆 塞 在 其 1926 年 的 论文 “真理 与 概率 "[9,ch. 3] 中 提出 了 
自己 的 更 论 ,这 种 理论 指出 如 何 用 赌博 行为 来 度量 人 们 的 期 误 
《主观 概率 ;和 需要 (效用 ), 从 而 为 主观 概率 和 贝 叶 斯 决策 的 近 
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代理 论 莫 定 了 基础 . 
:尽管 拉 姆 塞 搞 垮 了 他 的 4 论 概 率 》, 饥 因 斯 仍然 使 拉 姆 寒 成 

为 剑桥 皇家 学 院 的 研究 员 ,并 鼓励 他 研究 经 济 学 中 的 问题 ,当时 
拉 姆 塞 21 岁 ,正当 成 熟 期 . 其 结果 是 拉 姆 塞 完成 了 论文 “对 征 税 
理论 的 一 点 贡献 >? 和“ 储 车 的 一 种 数学 理论 [9,ch, 10. 11], 分 别 
发 表 在 1927 年 和 1928 年 的 《经 济 学 杂志 (The Economic Jour- 
nal) 上 . 在 饥 因 斯 援 写 的 对 拉 姆 塞 的 计 告 中 , 钢 因 斯 把 这 两 项 
工作 赞誉 为 “数学 经 济 学 所 取得 的 最 杰出 的 成 就 之 一 ”. 从 1960 
年 以 来 ,这 两 篇 论文 的 每 一 篇 都 发 展 成 为 经 济 学 理论 的 繁荣 分 
支 :最 优 征 税 和 最 优 积累 [9,ch. 14] 

值得 指出 的 是 ,这 些 经 济 学 论文 和 拉 姆 塞 的 几乎 所 有 工作 
一 样 ,发 表 后 几 十 年 才 被 人 了 解 并 得 到 进一步 发 展 . 其 部 分 原因 
在 于 拉 姆 塞 的 工作 都 是 高 度 独 创 性 的 ,从 而 难以 被 理解 . 而 县， 
拉 姆 塞 的 非常 质朴 明 快 的 散文 体 也 倾向 于 掩藏 其 思想 的 深刻 和 
精确 . 他 的 文章 不 爱 用 行 活 , 不 娇 揉 造作 ,以 致使 人 在 试图 自己 
去 思索 其 所 说 内 容 之 前 往往 低估 了 它 , 此 外 , 拉 姆 塞 不 爱 争论 . 
正如 他 早年 的 教师 和 后 来 成 为 朋友 的 评论 家 和 诗人 李 查 兹 ( 工 
A. Richards) 在 关于 拉 姆 塞 的 无 线 电 广播 节目 [6] 中 所 说 :“ 他 从 
来 不 想 引 人 注意 , 丝 训 没有 突出 自己 的 表现 . 非常 平易 近 人 ,而 
且 几 乎 从 不 参加 争辩 性 的 对 话 ,…… 我 想 ,他 在 自己 的 心里 觉得 
事情 非常 清楚 , 没 必要 去 联 倒 别人 ”. 他 的 妻子 和 还 在 世 的 朋友 
都 确认 这 种 说 法 符合 实际 情况 . 所 以 在 他 去 世 后 的 几 十 年 中 ,一 
些 光辉 夺 人 的 强手 的 名 声 遮 盖 了 他 ,并 且 分 散 了 人 们 对 其 工作 
的 注意 也 就 不 足 为 怪 了 . 

上 述 现象 肯定 发 生 在 哲学 方面 ,在 30 年 代 和 40 年 代 , 维 特 
根 斯 坦 处 于 便桥 哲学 界 的 支配 地 位 ,所 以 拉 姆 塞 的 大 部 分 哲学 
工作 没有 直接 引起 注意 ,而 直到 后 来 通过 他 的 主要 著作 [8] 的 影 
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响 才 重新 一 -主要 在 美国 一 被 发 现 . [8] 是 由 拉 姆 塞 的 朋友 勃 
雷 特 怀 脱 (R. B. Braitwait) 一 一 现在 是 剑桥 的 Knightbridge 荣 
准 教 授 一 一 在 1931 年 整理 出 版 的 , 正如 勃 雷 特 讨 脱 在 该 书 前 言 
中 所 说 ,哲学 即使 不 是 拉 姆 塞 的 专业 也 是 他 的 “天 职 
《Yocation)”. 这 里 不 可 能 来 总 结 他 的 哲学 成 果 , 更 不 用 说 这 些 
成 果 在 现今 的 影响 和 分 支 情况 了 . 关于 他 在 哲学 方面 的 工作 可 
参看 [8] 或 [9]; 为 了 对 拉 姆 塞 类 型 的 实用 主义 暂 学 的 现 况 有 所 
了 解 ,可 参看 为 悼念 他 逝世 五 十 周年 而 编写 的 文集 [7] 中 的 论 
文 , 下 面 用 两 个 例子 来 说 明 拉 姆 塞 的 哲学 思想 的 惊人 的 独创 竹 
和 深刻 的 质朴 性 . 

第 一 个 例 是 拉 姆 塞 关 于 真理 的 理论 , 它 后 来 被 称 作 “ 元 余 理 
论 ” 比 拉 多 (Pilate)@ 的 大 名 映 易 的 问题 “真理 是 什么 ?一 一 把 
一 种 信念 或 断言 叫做 真是 什么 意思 ? 一 一 是 哲学 中 最 古老 和 令 
人 困惑 的 问题 之 一 . 在 关于 实用 主义 语义 学 的 论文 “事实 和 命 
题 ”"[9,Ch. 2] 中 , 拉 姆 塞 用 二 页 文字 刻 清 了 这 一 问题 . 他 写 道 ， 
“显然 ,说 齐 撤 被 谋杀 ?是 真 , 无 非 是 说 遍 撤 被 谋杀 . ”认为 别人 
的 信念 是 真 就 是 觉得 自己 也 有 这 种 信念 ;所 以 ,正如 拉 姆 塞 所 
说 ,并 没有 单独 的 真理 问题 ,要 问 的 问题 是 “信念 是 什么 ?”: 信 和 念 
和 其 他 态度 ,如 希望 和 忧患 ,一 般 有 仕 么 不 同 ; 一 个 具体 的 信念 
和 另 一 个 又 有 什么 区 别 . 不 过 直到 最 近 , 大 多 数 哲 学 家 才 从 比 拉 
多 的 问题 中 解脱 出 来 ,并 开始 循 拉 姆 塞 所 明白 无 误 地 概述 的 想 
法 去 解决 真正 的 问题 . 

第 二 个 例子 是 在 他 死 后 发 表 的 “理论 ”[9,Ch. 4 一 文中 , 拉 
姆 塞 惊人 地 预见 到 很 后 才 出 现 的 关于 科学 地 建立 起 理论 的 思 


全 全 元 一 许 纪 移 这 国 星 六 大 的 站 频 操 * 新 约 全 书 ?记载 ,耶稣 由 他 判决 钉 
死 在 十 字 架 上 . 一 
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想 . 他 比 大 部 分 同 代 人 早 得 多 地 注意 到 ,以 可 观察 或 可 操作 
(operationaiy 的 方式 定义 理论 实体 (出 如 基本 粒子 ) 无 助 于 理解 
所 发 展 的 理论 实际 上 如 何 用 于 新 现象 及 其 解释 , 拉 姆 塞 阅 ,理论 
的 谓词 实际 上 可 当 作 存在 量词 的 变 元 那样 来 处 理 一 一 对 理论 的 
这 种 表述 现在 因此 得 名 为 “ 拉 姆 塞 语句 ” 所 以 理论 的 各 部 分 不 
能 通过 自身 来 推断 或 评价 其 真 伪 ,因为 它们 含有 约束 变 元 :正如 
拉 兹 塞 所 写 的 那样 ,“ 对 于 我 们 的 理论 ,我 们 必须 考虑 我 们 可 能 
会 添加 些 什么 ,或 者 希望 添加 些 什么 ,并 考虑 理论 是 否 一 定 与 所 
加 的 内 容 相符 [9,p. 121]. 因此 ,对 立 的 理论 也 就 可 能 对 其 理论 
性 概念 给 出 它们 似乎 具有 的 完全 不 同 的 含义 ,比如 像 牛顿 理论 
的 物质 和 相对 论 的 物质 ,所 以 把 对 立 的 理论 说 成 “无 公 度 " 比 说 
成 “不 相 容 "更 为 恰当 . 用 拉 姆 塞 的 话 来 说 :对立 理 论 的 追随 者 
可 以 充分 地 争辩 ,尽管 每 一 方 都 无 法 肯定 另 一 方 所 否认 的 任何 
东西 "[9,p. 122], 大 约 从 1960 年 开始 ,很 多 有 关 科学 的 方法 论 
和 历史 学 的 文献 所 论 及 的 正 是 关于 在 科学 的 发 展 中 比较 和 评价 
理论 的 问题 ;不 过 对 于 为 什么 会 产生 这 类 问题 ,至 今 还 没有 比 拉 
姆 塞 更 好 的 阐述 - 

考虑 到 拉 姆 塞 在 逻辑 学 ,哲学 和 经 济 学 上 所 做 的 相对 来 说 
大 量 的 工作 ,读者 得 知事 实 上 无 论 从 他 所 失事 的 职业 和 所 受 的 
训练 来 说 都 是 一 位 数学 家 时 ,也 许 会 觉得 意外 . 他 在 1926 年 成 
为 便桥 大 学 数学 讲师 ,并 一 直 任职 到 四 年 后 去 世 . 不 过 使 人 奇怪 
的 不 是 他 为 什么 去 做 那个 使 他 在 数学 上 成 名 的 工作 ,因为 他 在 
剑桥 的 数学 院 主要 讲授 数学 基础 而 不 是 数学 本 身 , 倒 是 他 的 著 
名 数学 定理 与 论文 内 容 相当 不 协调 ,而 且 这 篇 论文 本 身 现 在 看 
来 贿 有 讽刺 意味 . 

拉 姆 塞 是 在 一 篇 共 20 页 的 论文 “ 论 形式 逻辑 的 一 个 问题 
的 前 8 页 证 明 他 的 定理 的 [8,Ch. 3], 这 篇 论文 解决 了 带 同 异 性 

“136。 


的 一 阶 谓词 演算 的 判定 问题 的 一 种 特殊 情形 . 有 讽刺 意味 的 是 ， 
尽管 拉 姆 塞 用 他 的 定理 来 帮助 解决 这 个 问题 ,但 事实 上 后 者 却 
可 以 不 用 这 个 定理 而 得 到 解决 ;再 者 , 拉 姆 塞 把 解决 这 一 -特殊 情 
形 仅 仅 作为 促成 解决 一 般 判 定 问题 的 一 点 贡献 ,而 在 拉 姆 塞 去 
世 后 一 年 , 哥 德 尔 (K. Gadel)[2] 事 实 上 证 明了 解决 - - 般 判 定 间 
题 的 目标 是 不 可 企及 的 , 所 以 , 拉 姆 塞 在 数学 一 一 这 是 他 的 职业 
一 一 上 的 不 朽 名 声 乃 是 基于 他 并 不 需要 的 一 个 定理 ,而 这 个 定 
理 又 是 在 试图 去 完成 现 已 得 知 无 法 完成 的 任务 的 过 程 中 证 明 
的 1 、 

我 们 无 法 断言 拉 姆 塞 对 哥 德 尔 的 结果 会 作出 什么 反应 ,但 
他 未 能 亲眼 见 到 并 进而 开发 哥 德 尔 的 结果 无 疑 是 他 英 年 天 亡 翡 
剧 的 一 个 重要 一 幕 . 严 如 地 雷 特 怀 赔 在 前 文 提 及 的 广播 节目 中 
所 说 : “再 德尔 的 论文 使 得 数理 逻辑 在 事实 上 成 为 一 门 专门 学 问 
和 一 个 特殊 而 又 活跃 的 数学 分 支 . ”他 又 补充 说 ,“ 这 将 会 使 拉 姆 
塞 非常 激动 ,以 致 他 也 可 能 在 这 个 领域 驰 对 十 年 . "考虑 到 自从 
拉 姆 塞 所 出 8 页 数学 论文 以 来 的 情况 ,我们 只 能 推测 我 们 的 损 
失 是 何等 巨大 . . 

《 李 乔 译 , 喜 向 东 校 , 1991 年 4 数学 译 林 10 卷 2 期. ) 
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从 梅 勒 的 这 篇 短文 我 们 感觉 到 拉 姆 塞 确实 是 科学 奇才 , 但 
他 决 不 是 一 个 怪人 . 下 面 我 们 再 摘录 拉 姆 塞 本 人 在 1925 年 的 一 
段 自白 ,这 上段 文字 反映 了 他 的 热情 洋溢 的 世界 观 . 


”一 -和 我 的 一 些 朋 友 不 同 ， 我 不 看 重 有 形 的 大 小 ， 面 对 浩 
湛 太 空 我 丝 之 不 感到 睾 微 . 星球 可 以 很 大 , 但 它们 不 能 想 或 爱 ， 
面 这 些 对 我 来 说 远 比 有 形 的 大 小 更 加 使 人 感动 . 我 的 大约 

"138* 


有 238 磅 的 体重 并 没 给 我 带 来 声誉 . 

我 的 世界 图 景 是 一 幅 透 视图 ,而 不 是 按 比 例 的 模型 .最 受 注 
意 的 前 景 处 是 人 类 ,星球 都 像 三 便士 的 小 钱币 . 我 不 大 相信 天 文 
学 ,只 把 它 看 作 是 关于 人 类 (可 能 包括 动物 ) 感 知 的 部 分 过 程 的 
一 种 复杂 的 描述 ,我 的 透视 图 不 仅 适 用 于 空间 ,而 且 也 适用 于 时 
间 , 地 球 迟 早 要 冷 家 ,万 物 也 将 死去 ;但 这 是 很 久 以 后 的 事 ,几乎 
毫 无 现时 价值 ,并 不 会 因 一 切 终 将 死寂 而 使 现时 失去 意义 . 我 发 
党 遍布 于 前 景 的 人 类 很 有 意思 ,而 且 从 总 体 上 看 也 值得 赞赏 ,我 
党 得 至 少 在 此 时 此 刻 , 地 球 是 愉快 和 动人 的 地 方 . 
拉 姆 塞 ,1925. 
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保 尔 。 爱 尔 多 思 和 罗 纳 德 。 格雷 所 旭 


爱 尔 才思 是 至 今 还 活跃 在 数学 研究 第 一 线 的 传奇 人 物 ,他 
已 发 表 了 一 于 多 篇 论文 ,篇 篇 都 是 力作 ,其 中 很 多 具有 里 程 碑 式 
的 意义 . 单 在 1986 年 一 年 就 发 表 了 50 篇 论文 ,超过 不 少 优秀 数 
学 家 一 生 的 著述 . 英国 数学 家 了 哈代 (G- H. Hardy, 1877 一 1947》 
曾经 写 道 ;数学 是 年 青 人 的 玩意 儿 ” 爱 尔 才思 是 说 明 这 一 断言 
并 不 总 成 立 的 活 见证 . 

爱 尔 多 思 发 表 的 大 量 论文 中 不 少 是 和 其 他 人 联名 发 表 的 ， 
因此 在 数学 界 流传 着 一 个 有 趣 的 概念 : 爱 尔 多 思 数 , 爱 尔 多 轧 本 
人 具有 爱 尔 多 思 数 0; 对 正 整 数 上 来 说 ,与 爱 尔 多 因数 为 下 一 ! 
的 人 联名 发 表 过 论文 的 人 具有 爱 尔 多 思 数 目前 已 知 爱 尔 多 
思 数 为 1 的 人 数 超过 250, 最 大 的 爱 尔 多 思 数 是 7, 爱 因 斯 坦 的 
爱 尔 多 思 数 是 7, 而 高 斯 是 否 有 爱 尔 多 思 数 则 不 得 而 知 . 在 高 斯 
时 代 , 联 名 发 表 论 文 的 铺 况 不 多 ,高 斯 也 极 少 与 人 合 写 论文 . 

爱 尔 多 思 在 对 美妙 的 数学 问题 和 新 奇 的 数学 技巧 的 永 无 止 
境 的 追求 中 ,以 疯狂 的 节奏 奔波 于 全 球 四 大 洲 的 一 个 又 一 个 大 
学 或 研究 中 心 . 他 的 行动 方式 是 这 祥 的 : 登 上 一 位 受 人 尊敬 的 数 
学 家 的 大 门 ,宣布 “我 的 大 脑 淫 开 着 ”, 接 着 就 和 东道 主 一 起 工作 
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一 两 天 ,直到 他 自己 厌烦 了 或 主人 已 筋疲力尽 ,这 才 转 移 到 另 一 
个 地 方 去 , 爱 尔 多 思 的 一 个 座 右 饮 是 “ 另 一 个 房 顶 , 另 一 个 证 
明 ” 他 很 早 就 搞 数 学 了 ,但 自从 1971 年 他 母亲 病故 后 ,他 得 际 
10 到 20 毫克 安 非 他 明 @ 或 浓 匣 罪 、 哪 啡 因 片 来 提神 ,并 每 天 坚 
持 工作 19 小 时 . 他 喜欢 说 “数学 家 是 一 台 把 咖啡 转变 成 定理 的 
机 器 。” 每 当 朋 友 们 劝 他 放 慢 工作 节奏 ,他 总 是 千篇一律 地 回答 ，: 
“在 幕 穴 里 有 充裕 的 时 间 休息 。” 

爱 尔 多 思 是 个 数学 神童 . 他 于 1913 年 生 于 布 达 仿 斯 ,父母 
都 是 中 学 数学 教师 . 他 母亲 生 他 时 ,她 的 3 岁 和 5 岁 的 钢 个 女儿 
在 当天 因 患 败 血 性 猩红热 去 世 . 后 来 ,他 母亲 怕 他 染 上 传染 病 而 
不 让 他 上 学 . 上 中 学 前 ,他 一 直 呆 在 家 里 ,即使 进 了 中 学 ,也 是 上 
一 年 停 一 年 的 , 爱 尔 多 思 的 数学 才能 很 早 就 显露 出 来 了 ,4 岁 时 
他 发 现 了 负数 ,他 回忆 道 :“ 我 告诉 母亲 ,如 果 你 从 一 百 里 取 出 二 
百 五 十 ,就 得 到 负 一 百 五 十 ,” 

爱 尔 多 思 17 岁 进 入 布 达 候 斯 的 巴 兹 马 尼 。 敏 得 大 学 数学 
系 , 在 上 一 年 级 时 他 给 出 了 契 比 雪夫 定理 ( 即 在 = 与 24 间 必 有 
素数 的 结论 ) 的 一 个 漂亮 的 初等 证 明 ,在 大 学 期 间 ,他 和 另 一 些 
年 青 的 未 来 数学 家 , 象 本 书 提 到 过 的 托 兰 、 塞 克 尔 斯 等 经 常 在 一 
起 热烈 地 讨论 数学 . 1934 年 毕业 后 到 英国 最 彻 斯 特 读 研究 生 并 
取得 博士 学 位 ,之 后 由 于 纳粹 开始 肆虐 欧洲 ,不 得 不 于 1938 年 


、 赴 美 ,1954 年 去 阿姆斯特丹 参加 一 个 国际 数学 会 议 , 那 时 美国 


正 值 麦 卡 锡 时 代 ,拒绝 给 他 回 美国 的 签证 .于 是 爱 尔 多 思 多 年 居 
住 在 祖国 匈牙利 和 以 色 列 , 直 到 60 年 代 才 同意 他 返 美 . 1964 年 
起 ,他 和 84 岁 的 老母 开始 了 旅行 生涯 ,其 后 7 年 间 ,母子 俩 浪 带 
四 方 ,每 到 一 地 ,他 搞 数学 ,她 静 静 地 坐 在 那里 与 他 分 享 创造 的 


外 一 种 解除 忧郁 .疲劳 的 药 。 
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乐趣 ,他 们 在 一 起 吃饭 ,夜里 他 握 住 她 的 手 , 直 到 她 沉 人 梦乡 ， 
1971 年 , 爱 尔 多 恩 在 吉 拿 大 卡尔 加 里 讲学 时 他 的 老 坪 不 幸 病 
故 ,此 后 爱 尔 多 轧 开始 带 着 一 大 堆 药片 生活 ,先是 抗 抑郁 剂 , 接 
着 是 安 他 非 命 , 爱 尔 多 轧 回 忆 说 :“ 我 很 消沉 , 老 友 保 尔 。 托 兰 所 
醒 我 , 教学 是 座 坚强 的 保全 ” 爱 尔 多 思 诚 挚 地 接受 了 这 个 趾 
告 ,开始 实施 每 天 工作 19 小 时 ,用 心血 写 出 一 篇 篇 将 会 改变 数 
学 历史 进程 的 论文 ， 

有 关爱 尔 多 恩 的 妙 言 货 语 和 生动 的 故事 不 可 胜 教 ,下 面 仅 
举 几 个 广 为 流 传 的 代表 - 

《1) 爱 尔 多 思 给 数学 家 这 一 概念 下 的 定义 是 :在 上 一 局 中 做 
了 某 些 新 研究 的 人 . 在 一 次 集会 上 ,一 位 法 国 数学 家 向 爱 尔 多 思 
问 起 一 位 英国 数学 家 时 , 爱 尔 多 思 同 答 说 这 个 可 怜 的 人 已 在 两 
年 前 去 世 了 ,在 场 的 另 一 位 法 国人 马上 说 不 对 ,我 上 个 月 还 在 罗 
马 见 到 此 人 . 爱 尔 多 办 解释 说 :“ 哦 ;我 的 意思 是 说 他 已 经 有 两 年 
没有 做 任何 新 的 数学 了 .” 

(2)1939 年 爱 尔 多 思 参 加 了 普林斯顿 的 一 次 讲演 会 ,主讲 
人 是 数学 物理 学 家 马克 ， 卡 兹 (Marc Kac). 后 者 在 自传 中 写 
道 ,“ 在 我 演讲 的 大 部 分 时 间 里 , 爱 尔 多 思 在 打 钵 睡 , 讲 演 的 主题 
离开 他 的 兴趣 太 远 ,在 接近 报告 结束 时 ,我 简单 地 说 了 说 处 理 素 
因数 时 通 到 的 困难 ,这 下 提 到 了 数论 , 爱 尔 多 思 神 气 起 来 ,要 求 
我 解释 一 遍 困难 所 在 . 过 了 一 会 ,在 演讲 结束 前 ,他 打 断 了 我 的 
话 ,宣布 问题 解决 了 1” 

《3) 自 1967 年 以 来 就 和 爱 尔 多 思 共 事 的 几何 学 家 乔治 ， 普 
通 (George Purdy) 回 忆 道 ;“1976 年 ,我 们 在 得 克 萨 斯 州 的 农业 
机 械 学 院 的 教学 休息 室 里 喝 山 啡 ,黑板 上 有 一 个 泛 函 分 析 问题 . 
对 这 个 领域 爱 尔 多 思 知 之 甚 少 , 我 磁 巧 知道 有 两 位 分 析 学 家 网 
给 出 这 个 问题 长 达 30 页 的 解答 ,他 们 颇 以 为 豪 . 爱 尔 多 思 杂 着 

“142°* 


EE 


黑板 问 : 那 是 什么 ? 是 个 难题 吗 ? 我 说 是 的 . 他 走 到 黑板 前 , 睐 
链 着 眼看 了 看 扼要 写 下 的 陈述 ,询问 了 儿 个 符号 的 含义 ,然后 变 
不 费力 地 写 下 一 个 仅 有 两 行 的 解答 , 如 果 那 不 是 魔术 ,还 有 什么 
可 称 得 上 是 魔术 呢 ?” 

(4) 爱 尔 多 思 说 ;“ 我 没有 资格 因 言 上 帝 是 否 存在 . 我 不 太 相 
信 上 帝 的 存在 . 然而 ,我 总 是 讲 SFD 有 一 本 超 限 的 圣经’ , 超 限 
是 数学 上 比 可 数 无限 还 要 大 的 一 个 概念 . 这 本 “圣经 ? 里 包含 所 
有 数学 真理 连同 其 第 一 流 的 完美 无瑕 的 证 明 . ” 爱 尔 多 思 能 给 一 
个 同事 工作 的 最 高 评价 是 “ 它 直 接 来 自 圣经 ”斯 茧 塞 说 … 我 
曾 在 一 次 讲演 中 介绍 过 爱 尔 多 思 , 我 是 从 他 关于 上 帝 和 圣经 ” 
的 看 法 开头 的 , 他 打 断 了 我 ， 你 们 不 必 相 信 上 帝 , 应 当 相 信和 圣 
经 '. 他 使 我 和 其 他 数学 家 认识 到 我 们 质 做 的 工作 的 重要 狂 , 数 
学 就 在 那里 , 它 是 美的 ,我 们 找到 的 就 是 这 块 宝石 ” 

尽管 爱 尔 多 思 对 自己 的 数学 技艺 充满 信心 ,但 是 超出 数学 
世界 的 范围 ,他 几乎 是 个 一 穿 不 通 的 人 , 自从 他 母亲 死 后 ,照料 
他 的 责任 主要 由 罗 纳 德 ， 格 雷 厄 姆 担当 . 他 照料 爱 尔 多 思 的 时 
间 , 跟 他 管理 贝尔 实验 室 的 70 位 数学 家 ,统计 学 家 ,计算 机 科学 
家 的 时 间 一 样 多 , 当 SF 窃取 "了 爱 尔 多 思 的 护照 时 ,是 格雷 厄 
姆 去 找 华盛顿 当局 交涉 .格雷 厄 姆 也 经 管 爱 尔 多 思 的 钱财 ,由 于 
对 爱 尔 多 思 讲 演 的 酮 谢 来 自 四 大 洲 ,格雷 厄 姆 被 迫 逐 浙 说 熟 了 
货币 的 竞 换 率 ,他 说 ;“ 我 在 支票 上 签 上 他 的 名 字 , 支 付款 项 . 很 
和 久 以 来 一 直 是 我 做 这 件 事 ;假如 他 亲手 签 付 支票 的 话 , 恶 怕 银 行 
未 必 会 付 现 钱 ”.“ 既 然 他 没有 家 ,就 靠 我 保存 他 的 论文 . 他 总 是 
委托 我 给 这 个 人 或 那个 人 寄 发 一 些 论文 . "格雷 厄 姆 还 处 理 爱 尔 


名 SF 是 Supreme Fascist 的 缩写 ,意思 是 至 高 无 上 的 法 西 斯 主义 者 . 爱 尔 多 
轧 用 来 表示 一 个 无 处 不 在 的 头号 人 物 , 也 就 是 上 帝 的 建 萄 . 


143 


多 轧 的 所 有 来 话 , 这 付 担子 并 不 轻 ,因为 爱 尔 多 思 的 很 多 数学 伙 
健 通 过 邮件 跟 他 联系 ,单单 1986 年 , 爱 尔 多 思 发 出 了 1500. 封 
信 , 这 些 信 全 都 是 三 句 话 不 离 数 学 本 行 . 一 封 典型 的 信和 是 这 样 开 
头 的 ,“ 我 在 澳大利亚 ,明天 去 匈牙利 , 设 是 最 大 的 整数 ,…”， 
格雷 捷 姆 最 近 在 新 泽 西 州 扩建 了 住所 ,以 便 爱 尔 多 思 每 年 
在 这 里 的 30 天 左右 时 间 里 ,有 自己 的 卧室 和 藏书 室 , 爱 尔 多 思 
喜欢 和 格雷 龙 姆 为 伴 , 因 为 这 个 家 里 有 位 二 号 数学 强手 ,格雷 让 
姆 的 妻子 Fan Chung( 金 芳 革 ,著名 组 合 数学 家 ,现任 4 图 论 杂 
志 } 主 编 ) ,她 是 台湾 移民 ,在 贝尔 实验 室 的 附属 机 构 一 专 为 地 
方 电话 公司 从 事 研究 工作 的 贝尔 通讯 研究 所 任 数 学 指导 . 在 格 
”和 雷 厄 姆 不 跟 爱 尔 多 思 讨 论 问题 时 ,她 乐意 补缺 , 现 已 与 爱 尔 多 思 
联名 发 表 了 十 多 篇 论文 . 
格雷 厄 姆 和 爱 尔 多 思 看 上 去 难以 合拍 . 爱 尔 多 思 身 高 约 1 
米 70, 形 容 村 术 , 面 色 灰 白 ,犹如 一 个 吸毒 者 ,显得 虚弱 而 慷 眉 ， 
而 格格 尼 姆 身高 1 米 89, 亚 麻 色 头发 , 兰 限 睛 ,轮廓 清秀 ,看 上 
去 比 实 际 年 龄 至 少 要 年 轻 十 岁 . 尽管 格雷 厄 姆 是 世界 一 流 的 数 
学 家 ,美国 国家 科学 院 院 士 ,但 他 并 不 象 爱 尔 多 思 那 桩 过 度 用 
脑 , 毫 不 顾 异 身体 . 他 玩 起 趴 床 来 颇 有 造 讶 ,他 让 自己 以 一 个 杂 
技 演员 的 面目 出 现 于 学 府 . 他 能 同时 要 6 个 球 ,是 国际 杂技 协会 
的 前 任 主席 , 他 精 于 玩 深 木 球 、 掷 飞 去 来 器 ; 打 网 球 和 乒乓 球 就 
更 有 一 手 了 . 爱 尔 多 思 能 一 坐 几 个 小 时 ,而 格雷 厄 姆 总 是 动 个 不 
停 . 在 解答 数学 问题 的 冯 蛤 ,他 会 两 手 支撑 着 倒立 ,或 者 随便 抓 
住 什么 东西 玩 起 杂 要 ,或 者 在 他 特意 放 在 办 公 室 里 的 弹簧 单 高 
跷 上 跳 上 跳 下 . 格雷 万 姆 说 “任何 地 方 都 能 从 事 数学 研究 ,我 曾 
经 在 中 床上 做 后 翻 三 周 的 过 程 中 突然 领 滞 了 一 个 棘手 的 难题 . ” 
除了 在 数学 和 杂技 上 身手 不 凡 外 ,格雷 吧 姆 尚 有 余 跋 学 中 文 、 弹 
钢琴 . 无 论 他 夫人 还 是 同事 都 不 明白 他 何以 能 如 此 . 格雷 尼 姆 本 
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人 说 ,“ 这 并 不 难 ,每 个 星期 都 有 168 小 时 .” 

格雷 厄 姆 的 一 个 同僚 说 ， “把 他 的 定理 和 空 基 两 周 的 勇 站 数 
加 在 一 起 考虑 ,他 无 疑 创 造 了 记录 . ”事实 上 ,他 也 确实 拥有 一 项 
独特 的 世界 记录 @《 吾 尼斯 世界 记录 大 全 } 列 举 了 他 在 一 个 数 
学 证 明 中 使 用 了 的 最 大 数字 , 这 个 数字 大 得 难以 想象 . 数学 家 常 、 
常 试 图 用 比喻 来 暗示 一 个 大 指数 量 ,如 把 它 比拟 为 字 宣 中 原子 
的 总 数 、 拆 哈 拉 大 沙漠 中 沙 粒 的 数目 . 对 格雷 厄 姆 的 这 个 数 找 不 
出 这 种 物质 的 类 似 物 ,甚至 无 法 用 熟悉 的 数学 记号 来 表达 ， 

爱 尔 多 思 是 拉 姆 塞 理论 的 主要 开拓 者 之 一 ,而 这 个 频 具 哲 
理 的 理论 也 是 格雷 厄 姆 的 主要 兴趣 所 在 ,那个 创 记录 的 大 数 就 
出 自 他 对 拉 姆 塞 理论 的 研究 ,他 甚至 用 RAMSEY 这 个 名 字 做 
他 的 汽车 牌照 @. 作为 拉 姆 塞 理论 的 基础 的 哲学 思想 ,正如 已 故 
数学 家 莫 兹 金 所 说 的 一 名 格言 概 括 的 那样 :完全 的 无 序 是 
不 可 能 的 . 无 序 现象 实际 上 是 一 个 标 度 问 题 ,如 果 在 足够 大 的 范 
围 里 探索 ,就 能 发 现 数学 上 的 任何 对 象 . 格雷 厄 姆 说 :“ 在 电影 连 
续 剧 4 字 宙 } 中 ,卡尔 沙 岗 在 并 不 了 解 它 是 什么 的 情况 下 使 用 
了 拉 姆 塞 理论 , 沙 岗 说 :人 们 经 常 仰望 天 空 ,看 到 警 如 象 8 里 星 
星 几 乎 在 一 直线 上 这 种 现象 根据 星星 排 成 一 列 , 你 或 许 以 为 这 
些 星星 是 为 了 星际 贸易 通道 的 需要 而 被 人 为 地 放置 在 这 里 作为 
路 标的 . “对 了 ? , 沙 岗 说 , “如 果 你 注视 着 足够 大 的 一 群星 ,那么 
你 几乎 能 看 到 你 希望 看 到 的 任何 东西 '. 那 就 是 实际 中 的 拉 姆 塞 、 
理论 ,” 

就 沙 岗 的 例子 而 论 , 数 学 家 可 能 想 知道 任何 包含 排 成 一 列 
的 8 标 星 的 蛙 群 中 最 小 的 那个 . 一 般 说 来 , 拉 姆 塞 理论 家 探求 必 


名 请 参看 84.5 的 说 明 。 
图 在 美国 ,车 主 可 自选 一 个 车 牌 标记 。 
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定 包含 某 一 对 象 的 最 小 “天 地 ”, 假 如 所 考虑 的 对 象 不 是 排 成 一 
列 的 8 颗 姐 ,而 是 同性 别 的 两 个 人 . 在 这 种 情况 下 显然 可 以 知道 
能 够 包括 两 个 同性 别 的 人 群 中 最 少 要 有 几 个 人 :3 个 . 

经 典 的 拉 姆 塞 理论 可 以 用 聚会 问题 来 说 明 :最少 需 要 几 位 
客人 才能 保证 或 者 其 中 至 少 有 3 位 客人 彼此 相识 或 者 至 少 有 3 
位 客人 彼此 不 相识 ?我 们 已 经 知道 答案 是 6 个 ,如 果 我 们 不 象 以 
前 斯 讲 的 那样 来 证 明 这 个 结论 而 试图 通过 蛮 干 来 解决 : 先 列举 
出 在 6 个 人 之 间 的 所 有 可 以 想象 到 的 各 种 相识 关系 一 一 共有 
32768 种 可 能 情况 一 一 再 逐一 检查 每 种 情况 是 否 出 现 所 期 望 的 
美 系 , 那 就 不 能 使 人 领悟 实质 . 假设 我 们 要 求 聚 会 中 有 某 4 个 人 
彼此 相识 或 互 不 认识 ,此 时 聚会 最 少 要 有 多少 人 参加 呢 ? 拉 姆 塞 
理论 家 能 证 明 答案 是 18 人 , 然而 当 赔 注 再 提高 到 某 5 个 人 ,就 
没有 人 知道 最 少 需要 多 少 客人 光临 了 . 现在 只 知道 这 个 数目 在 
45 和 53 之 闻 , 这 个 上 界 53 还 是 在 数学 论证 的 基础 上 借助 于 计 
算 机 的 大 量 检验 后 才 于 1991 年 刚刚 得 到 的 结果 . 格雷 厄 姆 猪 想 
至 少 100 年 内 发 现 不 了 准确 的 结果 . 考虑 某 6 人 的 情况 更 令 人 
泄气 . 爱 尔 多 恩 喜 欢 讲 一 个 政 恶 的 妖精 的 故事 . 这 个 妖精 能 向 你 
侗 它 想 要 癌 的 任何 事 , 如 果 你 答 错 了 , 它 就 要 毁灭 人 类 . 故事 说 ， 
“假定 它 决意 问 你 关于 聚会 问题 中 对 某 5 个 人 情况 的 准确 答案 ， 
我 想 你 最 好 的 策略 是 集中 全 世界 所 有 的 计算 机 ,中 止 它们 正在 
散 的 工作 ,为 这 个 问题 开机 经 大 量 检 验 找到 答案 . 但 如 果 妖 精 癌 
到 某 6 个 人 的 情况 ,你 的 活命 上 策 是 在 它 攻击 你 之 前 先 下 手 为 
强 . 因为 即使 对 计算 来 说 ,可 能 出 现 的 情况 也 太 多 了 ,” 

格雷 厄 姆 的 那个 创 记录 的 数 来 源 于 另 一 个 类 似 的 问题 : 任 
取 几 人 ,并 列举 能 够 由 这 几 人 组 成 的 各 种 人 数 的 委员 会 , 格雷 厄 
姆 想 要 发 现 的 “对 象 ”是 这 样 的 4 个 委员 会 ,它们 能 分 成 两 组 ,每 
组 都 有 两 个 委员 会 ,而 且 每 个 人 在 两 个 组 中 担任 其 下 属 委员 会 
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成 员 的 数目 相等 , 试问 需要 多 少 人 才能 保证 出 现 这 样 的 4 个 委 
员 会 ?格雷 厄 姆 猜想 答案 可 能 是 6 人 ,但 是 他 和 其 他 数学 家 所 能 
证 明 的 仅 是 在 人 数 等 于 他 的 创 记录 的 数 时 才能 保证 总 存在 这 样 
的 4 个 委员 会 ,在 根据 具体 情况 的 观察 所 得 到 的 猜测 与 能 证 明 
的 结果 之 间 存 在 着 这 种 令 人 惊讶 的 距离 , 它 显 示 了 拉 姆 塞 理 论 
是 多 么 难以 对 付 . 

爱 尔 多 思 说 :“ 在 某 种 程度 上 ,数学 乃 是 人 类 从 事 的 难 一 的 
一 种 永 便 的 活动 , 可 以 想象 人 类 最 终 能 认识 物理 学 或 生物 学 的 
一 切 . 但 是 人 类 永远 不 能 发 现 数 学 的 一 切 . 因为 数学 是 无 限 广大 
的 , 数 本 身 就 是 无 穷 的 , 这 就 是 数学 何以 真 成 为 我 唯一 的 兴趣 所 
在 的 原因 . ”用 他 惯用 的 语调 来 说 ,就 是 你 可 能 重 现 SF 的 ' 圣 
经 :中 的 某 些 章节 ,但 是 只 有 SF 完整 地 拥有 这 本 书 . 爱 尔 多 思 
又 补充 说 ,需要 过 上 百 万 年 ,我 们 才 会 得 到 一 些 认识 ,甚至 那 时 
也 不 能 达到 完全 的 认识 ,因为 我 们 面 对 的 是 无 限 , ” 

格雷 厄 姆 对 人 类 面 对 无 了 很 的 说 法 更 具体 、 也 更 生动 : “了解 
整数 的 困难 在 于 我 们 仅 检 查 了 小 的 数 ,或 许 所 有 令 人 振奋 的 本 
质 反映 在 真正 的 大 数 中 ;对 这 些 大 数 我 们 无 从 下 手 , 甚 至 不 能 按 
昭 某 种 确定 的 方式 开始 对 它们 进行 思考 . 因此 可 能 所 有 的 行动 
实际 上 是 难以 实现 的 , 面 我 们 只 是 到 处 睹 忙 一 气 . 我 们 的 头脑 已 
经 进化 到 能 避 雨 ,发 现 浆 果 , 避 免 挤 到 意外 的 份 害 . 但 我 们 的 头 
脑 并 没有 发 达到 能 帮助 我 们 真正 掌握 大 的 数 或 者 在 一 个 十 万 维 
空间 里 考虑 问题 . 我 能 想象 一 种 生物 ,他 在 另 一 个 星系 里 ,是 一 
种 孩子 气 的 生物 ,他 正和 伙伴 们 做 游戏 . 没 多 久 , 他 玩 腻 了 . 于 是 
他 磁 巧 想到 了 数 ,素数 ,关于 李 生 素数 猜想 的 一 个 简单 证 明 , 或 
许 还 有 更 多 的 东西 ,后 来 他 又 觉得 乏味 了 ,再 次 玩 起 他 的 游戏 . ” 

尽管 格雷 厄 姆 所 热爱 .并 为 之 作出 重大 贡献 的 拉 姆 塞 理论 
目前 还 没有 任何 实际 应 用 ,但 格雷 厄 姆 本 人 作为 贝尔 实验 室 信 
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息 科 学 部 研究 工作 的 一 位 负责 人 却 是 解决 实际 问题 的 能 手 , 他 
具有 把 现实 世界 的 问题 翻译 、 提 和 炼 成 数学 问题 并 予以 解决 的 罕 
见 才能 . 他 对 数学 的 总 的 看 法 和 爱 尔 多 思 可 谓 英雄 所 见 略 同 , 他 
认为 ,数学 是 人 类 精神 的 一 种 创造 物 还 是 客观 实在 ? 我 相信 后 
者 , 它 过 去 一 直 在 那儿 , 当 我 们 都 没有 了 它 仍 在 那儿 . 我 们 的 工 
作 是 发 现 ,而 不 是 创造 , 但 发 现 的 活动 是 一 种 创造 的 过 程 . "他 以 
黎 曼 几何 与 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 为 例 说 明 这 种 看 法 . 他 的 结 
论 是 :“ 按 照 我 的 观点 ,在 某 种 意义 上 说 ,数学 是 基本 的 现实 , ” 
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附录 (二 ) 文献 指 途 


作为 《走向 数学 3》 从 书 之 一 ,本 书 乐意 为 有 意 继续 往 前 走 的 
读者 介绍 一 些 进一步 的 读物 . 幸运 的 是 做 这 件 事 并 不 很 难 ,也 用 
不 着 罗列 一 大 堆 文 献 一 一 因为 有 两 本 关于 拉 姆 塞 理论 的 出 色 的 
近期 专著 最 适合 于 担当 此 任 . 下 面 三 条 不 易 满 足 的 要 求 它们 都 
完全 胜任 : 

(1) 作 者 都 是 当今 活跃 在 拉 姆 塞 理论 研究 前 沿 的 权威 学 者 ; 

(2) 论 述 既 全 面 .系统 ,又 站 得 高 .看 得 远 .各 部 分 内 容 都 是 
可 以 信赖 的 进一步 深入 研究 的 基础 和 指南 ; 

(3) 反 映 了 到 1990 年 的 研究 成 果 . 

所 以 我 们 毫 无 保留 地 向 有 意 继续 前 进 的 读者 推荐 . 现 分 别 
用 作者 姓氏 的 第 一 个 字母 组 成 的 “ 字 ” 代 表 这 两 本 专著 ,并 简单 
说 明 如 下 . “ 

[GRS1 作 者 R. L. Graham, B. L. Rothschild 和 J. H. 
Spence. 

书 名 《Ramsey Theory( 拉 姆 塞 理论 )》 
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出 版 John Wiley, New York,1980 年 第 一 版 ,1990 年 第 
二 版 @. 

内 容 第 一 版 分 6 章 , 各 章 标题 依次 为 

1 集合 2. 级 数 ;3. 方程 ;4. 数 ;5. 其 它 专题 ;6. 组合 论 以 外 . 

列 出 参考 文献 120 余 种 . 


[PV] 作 者 H.J.Premel 和 B. Voigt 

书 名 《Aspects of Ramsey Theory( 拉 姆 塞 理论 的 若干 专 
题 )》 

出 版 ”Premel 教授 在 1990 年 3 月 25 日 给 作者 的 来 信 中 
这 样 写 道 :“… 我 们 的 书 4Aspects of Ramsey Theory》 作 为 《Al- . 
gorithms and Combinatorics (算法 与 组 合 论 )》 丛 书 之 一 将 很 快 
在 Springer Verlag 出 版 . ”Promel 教授 慨 赠 该 书 预 印 本 的 部 分 
章节 ,由 此 得 知 预 印 本 于 1989 年 7 月 印 出 , 故 所 说 之 即将 出 版 
当 非 虚 言 ,请 参看 追 记 . 

”内 容 分 5 个 专题 ,各 专题 独立 成 肌 , 并 分 别 列 出 该 专题 的 

参考 文献 , 这 5 个 专题 是 ， 

1 ,集合 ; 工 -算术 级 数 ;下 , 参数 集 ; 

.图 的 拉 姆 塞 定理 ;VY . 拓扑 拉 姆 塞 理论 . 

从 部 分 预 印 本 看 出 ,该 书 论证 之 续 密 甚 于 [GRS], 且 按 作 者 
的 观点 组 织 材料 , 自 成 系统 ,看 不 出 有 受 [GRS] 多 大 影响 之 明显 
痕迹 . 但 内 容 则 主要 阐述 1980 年 以 来 直到 1990 年 的 全 部 重要 
成 果 . 各 专题 所 列 之 文献 其 丰 , 如 I 后 有 文献 共 130 余 种 ,其 中 
1981 年 后 发 表 的 有 35 种 . 


@ 我 们 未 曾 见 到 此 书 第 二 版 . 从 发 行 广 告 上 看 到 其 页 数 为 176, 与 第 一 版 的 
页 数 175 几乎 一 祥 ， 
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最 后 再 补充 一 些 情况 . CPV] 的 作者 都 是 德 国 的 数学 家 , 肯 
前 都 在 波恩 大 学 的 离散 数学 研究 所 工作 . 他们 堪 称 拉 姆 塞 理论 
的 后 起 之 秀 , 在 著作 [GRS]1980 年 第 一 版 中 完全 没有 提 到 他 们 
中 任何 一 位 的 工作 ,但 在 八 十 年 代 初 即 陪 颖 而 出 ,发表 大 量 高 水 
平 论文 ,其 中 有 些 是 与 [GRS] 的 部 分 作者 联名 发 表 的 ,从 而 进入 
当今 最 富 创 造 力 的 拉 姆 塞 理论 专家 的 行列 . 

美国 的 “工业 与 应 用 数学 学 会 (SIAM)”1990 年 6 月 在 美国 
的 亚特兰大 市 举办 了 第 5 届 “ 离 散 数学 "国际 会 议 ,会 议 设 有 若 
干 专题 小 会 (Mimisymposium) ,其 中 第 2 个 专题 小 会 就 是 由 
Framel 和 Voigt 共同 主持 ,小 会 的 专题 名 称 是 “ 拉 姆 塞 理论 之 
趋势 (Trends in Ramsey Theory)”, 


对 拉 姆 塞 理 论 的 研究 正方 兴 未 艾 . 从 历史 发 展 的 角度 来 看 ， 
专著 [GRS] 和 [PV] 也 许 将 作为 20 世纪 80 年 代 和 90 年 代 开始 
时 记录 这 一 生气 却 勃 的 理论 的 两 个 重要 发 展 阶段 成 果 的 丰碑 而 
为 世人 所 瞩目 , 
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【 追 记 1 作者 觉得 应 该 补充 报导 最 近 在 施 普 林 格 出 版 社 
1991 年 度 巡 回 书展 上 见 到 的 一 本 优秀 近 著 ;《 拉 姆 蹇 理论 中 的 
数学 (Mathematics of Ramsey Theory)》, 附 斯 特 里 和 洛 德尔 主 
编 ,1990. 《本 书 是 施 普 林 格 出 版 社 出 版 的 “算法 与 组 合 论 ” 系 列 
专著 的 第 5 卷 , 该 系列 之 第 7 卷 即 前 面 介绍 的 《 拉 姆 塞 理论 的 若 
千 问 题 ), 普 鲁 梅 尔 和 伏 格 特 著 ,1991. ) 编 者 前 言 中 这 样 说 ,“ 当 
代 有 关 拉 姆 塞 理 论 的 研究 模 跨 很 多 分 散 的 数学 领域 ,我 们 试图 
证 实 这 种 情形 . 我 们 决定 不 仅仅 收集 论文 ,而 是 把 本 书 编 成 一 个 
整体 ,对 有 些 论题 我 们 特约 了 专 稿 ”. 全 书 由 编者 撰写 的 题 为 老 
的 和 新 的 拉 姆 塞 理论 ?的 长 篇 导论 以 及 五 部 分 共 17 篇 论文 组 
成 ,论文 由 活 既 在 最 前 沿 的 专家 撰写 ,其 中 大 部 分 是 专题 综述 论 
文 . 这 五 部 分 的 标题 及 所 含 论文 数 是 :一 ,经 典 内 容 (2); 二、 数 
(4) ;三 、 结 构 理 论 (3); 四 、 非 组 合 论 方法 (3); 五 .各 种 变形 和 应 

- 用 《5). 大 部 分 内 容 在 我 们 这 本 这 本 介绍 性 的 小 书 中 都 未 谈 及 . 
本 书 反 映 了 当今 拉 姆 塞 理论 研究 蓬 擂 兴旺 和 多 姿 多 采 的 面 绽 . 
{1991. 9. 24) 
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外 国人 名 中 译 对 照 


《 按 字 母 次 序 ) 
Abbott,H.L， 可 伯 特 
Ajtai,M 阿 依 卉 
Artin,E 本 
Beineke,L. W. 贝 内 基 
Braitwait,R.B. 亏 雷 特 评 赔 
Burr,S. 柏 尔 
Chvatal,V 许 伐 堪 
Dewber,W 多 勃 
Dirichlet ,P. G.L 犹 利克 雷 
Einstein, A. 爱 因 斯 坦 
Erdas,P， 爱 尔 多 思 
Fan Chung 金 芳 蓉 
Folkman ,J. 福 克 紧 
Frankel,P. 佛 朗 克 尔 
Gauss ,C.F, 高 斯 
Gleason ,A.M. 格 里 森 
Greenwood,R.E 格林 任 德 
Godel,k. 哥 德 尔 
Graham,R.L. 格雷 厄 姆 
Hadamard,J. 阿达 玛 
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Hajnal,A. 哈 伊那 尔 


Haies ,A. W. 哈 尔 斯 
Hanson,D, 享 松 
Harary,F. 蛤 拉 里 
Hindman,N 欣 德 曼 
Jewitt,R.I 朱 厄 特 
Keynes,J.M 凯 因 斯 
Klein,E. 克 莱 因 

' Komlés ,J. 科 姆 罗 
Leeb,k. 李 皂 
Lindstrdm,B 林 斯 特 鲁 姆 
Lovész,L. 洛 伐 兹 
Marc kac 马克 卡 兹 
Mellor,D. H. 梅 勒 
Moore ,G. E. 摩尔 
Montgomery ,D. 蒙哥马利 
Motzkin,T. S. 莫 效 金 
Nesetiil ,J. 耐 斯 特 利 
Newton 牛顿 
Promel,H.J. 普 鲁 梅 尔 
Purdy,G- 普 迪 
Rado,R 拉 多 
Radziszowski. P. 拉 德 齐 佐 夫 斯 基 
Ramsey ,F. P. 拉 姆 塞 
Redl,V 洛 德 尔 
Rota,G.C 罗 塔 
Roth,K.F. 罗斯 
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Rothschild,B. L. 
Russell,B. 
Schelah,S 
Schreier ,O. 
Schur,l. 
Schwenk ,A.J. 
Spencer ,J. 
Strauss ,E.G. 
Sylvester ,J. 
Szekers,G. 
Szemerédi,E. 
Thamason, 太 
Turén,P. 


van der Waerden,B. L. 


Voigt,B. 
Wittegenstein ,L. 


〈 俄 )Xwasuy,A. 史 . 


罗斯 切 特 
罗素 

谢 拉 

许 莱 尔 
舒 尔 

许 文 克 
斯 彭 塞 

史 脱 劳 斯 
西 尔 维 斯 特 
塞 克 尔 斯 


范 德 丽 尔 登 
伏 格 特 
维特 根 斯 坦 


辛 钦 
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编 后 记 


1989 年 夏 , 国 内 一 些 数学 家 和 湖南 教育 出 版 社 的 编辑 同志 
在 南开 大 学 和 北京 大 学 聚会 , 深 深 感 到 “当今 数学 的 面 狗 日 新 月 
异 , 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 ,工程 技术 其 至 社会 科学 俩 
域 扩 展 和 活 直 ,数学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 推动 
下 ,不 断 选 求 自 身 的 发 展 和 完美 ", 硕 望 能 组 织 各 方面 专家 编写 
一 批 书籍 ,在 中 学 数学 的 基础 上 ,用 现代 观点 向 高 中 生 、 中 学 教 
师 、 大 学 生 、 工 程 技术 人 员 、 自 然 和 学 和 社会 科学 工作 者 以 及 一 
切 数学 爱好 者 介绍 一 些 数学 思想 ,使 大 学 真正 地 认识 数学 ,了 解 
数学 ,热爱 数学 ,走向 数学 ”, 这 就 是 f 走 向 数学 ) 从 书 的 起 源 ,我 
们 商定 这 夺 通 俗 读物 的 宗旨 是 ,;“ 用 浅显 易 懂 的 语言 从 各 个 方面 
和 角度 向 读者 展示 一 些 重 要 的 数学 思想 ,讲述 数学 (尤其 是 现代 
数学 ) 的 重要 发 展 ,介绍 数学 新 兴 领 域 . 数 学 的 广汽 应 用 以 及 数 
学 史上 主要 数学 家 ( 世 括 我 国 数学 家 ) 的 成 就 ”。 

由 于 数学 界 大 力 支持 “数学 天 元 项 目 ” 的 萤 助 和 各 方面 热 
情 协 助 ,一 年 后 ,第 一 辑 的 书稿 已 经 写成 并 即将 与 读者 见面 ,这 
八 本 书 尽 营 深浅 不 同 ,风格 各 异 ,但 至 少 有 一 个 共同 之 处 , 即 作 
者 们 均 朝 着 本 丛书 的 宗旨 和 目标 做 了 认真 的 努力 . 

在 这 批 书 中 ,作者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 包括 1990 年 费 尔 臣 奖 获 得 者 VV. Jones 在 拓扑 学 担 
钻 理论 方面 的 杰出 工作 , 拓 扩 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 复杂 
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性 方面 的 开创 性 工作 , 实 动力 末 统 的 黄 基 性 结果 革 ), 以 中 学 数 
学 为 起 点 介绍 一 些 数学 分 支 和 课题 (各 复 函 数 、 非 欧 凡 何 \ 有 限 
域 \ 凸 性 、 拉 姆 塞 理论 \.Polya 计数 技术 等 ), 通 过 具体 实例 引伸 
出 重要 的 数学 思想 和 方法 (如 数论 在 数值 计算 中 的 应 用 ,所 何 学 
的 近代 观点 , 群 在 集合 上 的 作用 ,计算 的 复杂 性 概念 等 ), 从 不 同 
的 负面 介绍 了 数学 在 物理 化学、 经 济 学 、 信 息 科 学 以 及 工农 业 
生产 等 方面 的 广泛 应 用 ,包括 华罗庚 教授 多 年 来 在 中 国 普及 数 
学 方法 的 宝 责 经 验 , 在 书 的 正文 或 附录 中 ,作者 们 介绍 了 中 外 许 
多 数学 家 的 生平 和 业绩 ,特别 是 国内 外 数学 家 为 华 罗 刻 教授 所 “ 
写 的 纪念 文章 ,从 不 同 侧面 回忆 了 他 早年 的 业绩 , 答 扬 他 为 新 中 
国 培养 人 材 和 热爱 祖国 献身 训 业 的 可 下 精神, 这 对 于 我 们 (包括 
年 轻 一 代 ) 是 有 很 大 教育 意义 的 

尽 营 作者 们 做 了 很 天 的 努力 ,但 我 们 深 知 , 用 通俗 语言 介绍 
如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 ,是 一 项 十 分 艰难 的 任务 ,在 
第 一 之 书 出 版 之 后 ,我 们 热 访 地 驮 迎 广大 读者 的 批评 和 意见; 以 
利于 今后 改进 和 器 高 ,如 前 所 述 ,这 批 蔬 的 写作 风格 各 和 异 , 取 材 
的 深度 和 广度 也 有 所 差别 , 既 使 不 少 作者 几 易 其 稿 ,力图 把 基点 
放 在 初等 数学 ,但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 内 容 , 很 难 避免 引 
进深 一 屋 的 概念 和 方法 . 所 以 ,我 们 不 能 芳 求 读者 在 最 初 几 记 就 
能 把 书 中 般 述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 全 部 读 懂 ， 但 是 希望 具 
有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 在 认真 读 过 这 些 书 之 
后 都 能 有 所 收获 ,开阔 眼界 ,增长 见识 ,从 而 更 加 认识 数学 ,了解 
数学 ,热爱 数学 和 走向 数学 . 

冯 克 勤 


识 手 一 九 九 口 年 沁 月 . 


* 了 57。 


